Elementos de la Matematica
(Ejercicios Practicos)

Manuel Maia

Abril 27 de 2005

1 Teoria de Conjuntos

1. Exprese por extensién cada uno de los siguientes conjuntos:

a) (xeN|4<x<6}
b) {x e N| x es un nimero par y 2 < x < 7}
c) xeN|x <5}
@) {xeZ|-¢<x< B}
(e) 2n—1|n e N}
)

(f) {x e N| x es un nimero par 6 2 < x < 7}
2. Exprese por comprensién cada uno de los siguientes conjuntos:

) {1,4,9,16,25, 36}
) {1,2,4,8,16,32,...}
) {2,4,6,8,10}

(d) {3,10,17,24,31, .

(e) {. 16,—8,—4,—2}

3. Responda lo siguiente acerca de € y C:

(a
(b
(

C

(a) es{1,2} €{{1,2},{3,4}}7,

(b) es {2} €{1,2,3,4}?,

(c) es {3} €{1,{2},{3}}?,

(d) es {1,2} €{1,2,{1,2},{3,4}} 2,
(e) es 1 €{{1},{2},{3}}7,

(f) es {1,2} C{1,2}?

(g) es @ C {47,



H

ot
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(h) es {3} € {{3}}7,
(i) es {3} € {317

i verdadero o falso?:

(a) (AUB)NC =AU (BNC), para A, B, C cualesquiera,
(b) AUC=BUC = A =B, para A, B, C cualesquiera,

(c) ACByACC=ACBNC, para A, B, C cualesquiera,
(d) ACByACC= ACBUC, para A, B, C cualesquiera.

. i Cudl de las siguientes proposiciones es falsa?

(a) 2€e AUB = si2 ¢ A, entonces 2 € B,
(b) 2,3 CA=2cAy3cA,

(c) 2,3l CANB={2,3C Ay {2,3} CB,
(d) B1CA—-By {2)CB={2,3CAUB,
(e) 21CAy BICA={2,3}CA.

i Cudl de las siguientes proposiciones es falsa?

) C )=(C—B)— A, para A, B, C cualesquiera,
) A ) = ) — C, para A, B, C cualesquiera,

(c) B—(AUC)=(B—C)—A, para A, B, C cualesquiera,
) A ) =( ) — A, para A, B, C cualesquiera,
) A )= (A—C)—

A — C) — B, para A, B, C cualesquiera.

Sean U ={a,b,c,d,e, f,g}, A ={a,b,c,d,e}, B={a,c,e, g}y C={b,e,f, g}, donde U es el
conjunto universal o referencial. Determine:

()AUC (ii)C—B  (v)C°NA (vii) (A — B)e
{i)BNA (i) BEUC  (vi) (A—C)c  (viii) (AUA®)

Sean V y W conjuntos no vacios. Considerando los cuatro casos posibles para dos conjuntos
no vacios, represente mediante diagramas de Venn: (i) W —V, (ii) VCUW, (iii) VNWS, y
(iiii) V¢ — We.
Representar mediante diagramas de Venn las siguientes situaciones:
(i)ACB,CCcB ANC=0 (i) ACC,A#C,BNC=0
(ii)ACB,CZB, ANC#g (iiii) AC (BNC),BC C,C#B, A#C.
Sean A ={a,b}, B={2,3} y C ={3,4,c}. Encontrar:

(i) A x (BUC) (iii) A x (BN C)
(i) (Ax B)U(A x C)  (iiii) (A x B) N (A x C).



11. ;Cudndo es A x B =B x A? ;Qué conjunto es A x &?

12. Dados A ={a,b,c} y B = {b, ¢} determine:

(i) P(A), (i)P(B), (ii)P(AnB), (iiii) P(P(B)).

13. Sea A un conjunto finito. Una coleccién de conjuntos Aq,A,,..., A, no vacios es una par-
ticion de A si AN A; = O, siempre que i # j, y AyUA,U---UA, = A. Por ejemplo,
{{a,c},{b, d, e}} es una particién de A ={a,b,c,d, e}, y {{a, b},{d, e},{c}} es otra particién del
mismo conjunto A. Determine todas las particiones del conjunto {a, b, x}.

Induccién Matematica y Binomio de Newton

1. En cada caso, exprese la suma o producto dado con la notacién sumatoria o productoria
(segun el caso):
(@) 12422432 +42+ ... + 8%

12—-22432—424... - 8%

(12+ )22+ D32+ 142 +1)--- (82 + 1),

(B-D+ 22+ +B—=1)+---+(173-1),

(22—=1)(3%+1)(4*=1)---(122=1),

(1T=7)(1 =) (1 =72) - (1 =207,

1 2 3 15

i tat e

n—1+n—2+ +n—12

2! 3! 13!

2. Dado que n > 1, cuél de las siguientes representaciones suma o producto es errénea?

(2) 22+ D& +1)- =11l

i=2

n—I1
(b) (P=N2*=2+--+M*—m)=) [(n—1P—-n-1)],

i=1
n—1
© 0—m =)0 —)- (- =0,
i=0
1.2 3 n-1 «i-1
@)+ttt :g —
n+1
(&) ket (k=14 (k=2)+---+(k=n) =} (k—i+1).
i=1



3. En cada caso dé una férmula para el n-ésimo término de la sucesién indicada. Aseglirese de
especificar el valor inicial para n :

1T 1 11 1
@1-33-337 3"
1 2 3
(b) 1_1’,5,%,...
1 23
(C) z,—g, Z,
(d) 2, 6,12, 20, 30, 42, ...

(€) 0,0,1,1,2,2,3,3,....

4. Calcular: 16! 141 8! 10!
| | I — — — —
A VTR T TUNR TR T

5. Hscribir en términos de factoriales:

1
24.23.22-21, 01112 42.
6. Simplificar:
(n+1)! n! m-—1)! m—-—r+1)
nt =2 m+2)) m—r-—=1)

7. Demostrar por induccién:

- 1
(a) Zj = @, para todo entero n > 1.

i 1)(2 1
ijzn(n+ )6( nt ),paratodoenteronzl.

(c) st: (1+2+---+n)? para todo entero n > 1.

NE2n+1)(3n?+3n—1
(d) 14—1—24—1—---—|—TL4=n(n+ ) n+33( noren ),paratodo enteron > 1.

n
. 1— n+1
(e) Zr] =, paa todo nimero real r # 1 y todo entero n > 1.
=0

() Z(4j —3) =n(2n— 1), para todo entero n > 1.

j=1

(g) Z()’ —1)j = (n— 1);1(n—|- ”, para todo entero n > 2.
=2
- —1

(h) Z(.%j —2)= %, para todo entero n > 1.

j=1



S (=11
§)) Z(—W = %, para todo entero n > 1.

= 1 n
k = tod t > 1.
()E]j(j-ﬂ) 7> Para todo entero n =

b 1 n(n -+ 3)
= >
(1) Zj(j+1)(j+2) 4(TL+1)(TH_2),para’codo enteron > 1.

(m) Z(Zj —1)> =n?(2n?—1), para todo entero n > 1.

- : 1
(n) Z(-UHJ'Z (—1 )T”n(nT%—)’ para todo entero n > 1.

(o) Zi-i! = (n+1)! —1, para todo entero n > 1.

1 1 1
2i41 2i+2 (2n+2)0

i 1 1
(p) H (1 — 1—2) = %, para todo entero n > 2.
i=2
H para todo entero n > 0.

n an—H —at
(r) Z ak = (?) , para todo enteron >ty a # 1.

n
8. Vamos a probar por induccién que Z Q(i) = n%(n+1). jPara cudl eleccién de Q(i) funciona

i=1
la induccién?:
(a) Q(l) = 312 - 2)
(b) Qi) =21,
(c) Qi) =3i3 -1,
(d) Q) =i(3i—1),
(e) Qi) =3i3—7i
9. Demuestre usando induccién que la suma de los dngulos interiores de un poligono de n lados
es (n—2)m.

10. Demuestre usando induccién que si un conjunto A tiene n elementos, entonces P(A) tiene
2" elementos.



12.

13.

14.

n
11. (LAs FORMULAS PARA S,(m) = Z k™) Para cada n € N y m entero no negativo colocamos
k=1

Sp(m) =) k™=1m42"43m+ .. 4n™
k=1

Por ejemplo,
Sa(0) = 1942°4+3%4 ... 4nf
Sa(1) = 1"+2"4+3" 4+ +n',
Sa(2) = 12422432 +... 4+ n?

etc.

La siguiente férmula recursiva permite calcular S, (m) a partir de las férmulas anteriores
STL(O) =mn, Sn(])) Sn(Z), e )Sn(m_ ]) :

Para cada n,m € N vale:

m—1

(4 1)Sa(m) = (4 1™ Z(m“> K. (1)

k=0
Compruebe que esta férmula es vdlida para m =1, m =2 y m = 3 (son las férmulas (a), (b)
y (c) del ejercicio anterior).

Demuestre la validez de la férmula (1) usando induccién sobre m.

Considere la siguiente proposicién que depende de n

1+2+---+n:@+1.

Demuestre:

(i) Si P(k) es verdadera, entonces P(k + 1) es verdadera, para todo k natural.

(ii) P(n) es falsa para todo n natural.

Descubrir la férmula para
12432452+ +(2n—1)?

usando su relacion con la suma
12422432+ +n?
y luego demostrar su validez usando induccién.

Descubrir la férmula para

n

> (14+24-4%)

k=1
y luego demostrar su validez usando induccién.
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15. Una progresion aritmética con primer término a; y razén r es una sucesién aj, ap, ... de
numeros cuyo primer elemento es a; y tal que el elemento a partir del segundo es igual al
anterior mas la razén. Simbdlicamente, sin > 2, ay =an 1+ 7.

(i) Muestre por induccién sobre n que
an=a;+ (n—1)r.
(ii) Si Sy =a;+ ax+ - -+ a,, muestre por induccién sobre n que

n(a; + an)

Sn= 3
16. Deduzca de la parte (ii) del ejercicio anterior la férmula para

T+2+- +n.

17. Una progresiéon geométrica con primer elemento a; y razén q, (q # 0y q # 1) es una
sucesién ap, day,... de nimeros cuyo primer término es a; y tal que, cada elemento, a partir
del segundo, es igual al anterior multiplicado por la razén. Simbélicamente, si n > 2,

an = an—14.
(i) Demuestre por induccién sobre n que
o n—1
a, = aig .

(ii) Si Sw =a;+ ax+ - -+ a,, muestre por induccién sobre n que

ang — 4

Sn= =

18. Deduzca de la parte (ii) del ejercicio anterior la férmula para

Tt b 1 cont £ 1.

5 7 14 6 20 18
2) 3) 2)’ 4)’ 17)° 15)°
20. Mostrar (sin usar la relacién de Stiefel) que
12\ (M n 11
8) \7 8)°
21. Demuestre que los coeficientes binomiales satisfacen la siguiente relacién de recurrencia:

Q) -

L el 3 0 TR P
k+1) = kg1 l\k/) TTOheeeot

19. Calcular:



22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Demuestre la relacién de Stiefel: para 1 < k < n,

(kT—L1> ! (E) - (n?)'

Demostrar que para n > 2, se tiene que:

() (2) -

Demuestre, usando induccién, la férmula de Binomio de Newton:

(a+b)" = Z <2) a™ *pk,

k=0

para a,b nuimeros enterosyn=1,23....

Desarrollar y simplificar:

(2X+y2)3> (X2_3UJ4, (%a+2b)5> (Zaz_

La octava fila del tridngulo de Pascal es como sigue:
1 8 28 56 70 56 28 8
Calcular la novena y décima fila del tridngulo.

Encontrar en el desarrollo de

(2x? — Jy3)® el término que contiene x
(3xy? + z2)7 el término que contiene vy
(2x? —y3 + %2)7 el término que contiene x
(

xy —y?+2z)°¢ el término que contiene x

w g

Usando la férmula del Binomio de Newton, muestre que
N v (M n
0%()-

(i) (g) - (’1‘) n @ - (—U“(D 0

Deduzca de la parte (i) del ejercicio anterior que si A es un conjunto con n elementos,

entonces P(A) tiene 2" elementos.

Demuestre, usando la férmula de Binomio de Newton, que

(a— b)n _ Z (Tll) (—1 )kanfkbk,

para a,b numeros enterosy n=1,2,3....

b)e.

y z*
v y°.



3 Numeros Enteros y Divisibilidad

1. (Consecuencias de los primeros 10 axiomas de los niimeros enteros). Demuestre que
para todo a, b y ¢ nimeros enteros,

(a) 0-a=0
(b —(—a)=a,

(c) (a)-b=—(a-b)=a-(-b),
(d) (—a)-(=b)=a-b,

)
)
)
)
e) a+b=a+cimplicab=c,
)
)
)
)

~~

Sia#0ya-b=a-c, entonces b =c,

~~
—h

Sia’?=a, entoncesa=06a=1,

—~~

g
h

(i
2. (Propiedades de la divisibilidad) Si a,b y c son enteros, entonces:

(a

(b Sla!byb\c entonces a | c.

(a4 b)? =a?+2ab + b?,
(a+b)(a—b) =a’—Db%

—~

(c) Sia|byalc, entonces a|(b—c).

(d) Si a|b, entonces ac | be.

) a
)
)
)
(e) Sina|nbyn#0, entonces a|b.
() 1] a

(g) Siall,entonces a = +1.

(h) alo,

(i) Si 0| a, entonces a = 0.

3. Demuestre que si n es un entero, entonces el unico divisor positivode nyn+ 1 es 1.

4. Sean a,b,c tres enteros con ¢ # 0. Demuestre que a | b, si y sélo si, ac | bc.

o

i Qué se puede concluir sobre enteros a y b no nulos tales que a|b y b|a?

6. Si by es entero y a | by, k =1,...n, entonces a | (}_,_; xxbx), con xi entero, k =1,...,n.
(> _; xkby, se llama combinacién lineal de los by).

7. Demuestre usando el Principio de Induccién Matemadtica que 8 | (9™ —1), paran=0,1,2,....

8. En lo sucesivo F, denotard el n-ésimo término de la Sucesién de Fibonacci, definida
recursivamente por Fy =F, =1,y F,..o = F.1 + F,, para n > 1. As{ los primeros términos
de la sucesiéon de Fibonacci son:

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, ....

Demuestre que F,, | Fxn, para k y n nimeros naturales.
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9. Hallar c y r en la divisién euclideana (D =d-c+ 1, con 0 < |r| < d) cuando:

(a) D=671,d=9,

(b) D=—671,d=09,

(c) D=671,d=-9,

(d) D=—671,d=-9,
(e) D=—671,d=19,
(f) D=671,d=—19,
(g) D=671,d=19,

(h) D =19, d = —671,

(i) D=19,d =—671,

() D = 1934, d = —62390.

10. Usando la divisién euclidiana muestre que todo nimero entero es de la forma 2n o 2n + 1,
con n entero. Los numeros de la forma 2n son llamados pares y los de la forma 2n + 1 son
llamados impares. Muestre que:

(a) La suma de niimeros pares es par.

(b) La suma de dos impares es par.

(c
(d

(e) El producto de dos impares es impar.

La suma de un par y un impar es impar.

)
)
)
) El producto de dos niimeros es par, si uno de ellos es par.
)

(f) De dos enteros consecutivos, uno de ellos es par.

11. Sea a un numero entero. Muestre que

(a) Si a? es par, entonces a es par.

(b) Si a? es divisible por 3, entonces a es divisible por 3.
12. Demuestre (en los tres items k es un entero):

(a) El producto de dos enteros de la forma 6k + 5 es un entero de la forma 6k + 1,

(b) El cuadrado de un entero impar es de la forma 8k + 1,

(c) El cubo de un entero es de una de las formas: 9k — 1, 9k, 6 9k + 1.
13. Muestre que para todos los enteros n, el nimero n® — n tiene a 3 como factor (considere 3
casos: n =3k, n =3k + 1y n=23k+2 6 use induccién).

14. Demuestre que n? | (n+1)"—1, paran=1,2,3,....

15. Demuestre que el producto de cualesquiera n niimeros naturales consecutivos es divisible por
nl.

10



16.

(Notacién a mod b =) Para b > 0 se define a mod b = r, donde 7 es el resto dado por la
divisién Euclidiana cuando a es dividido por b, esto es a = bg+71, y 0 < r < |b|. Por ejemplo
23 mod 7 =2, puesto que 23 =7-3+2y —4 mod 5 =1, puesto que —4 =5-(—1) + 1.

(a) Demuestre que si b > 0, entonces b | a si, y sélo si, a mod b = 0.

a
— es un entero.

(b) Demuestre que si b # 0, entonces b | a si, y sélo si, o

(c) Determine:

1.
ii.
iil.

iv.

0 mod 10.

123 mod 10.
10 mod 123.
457 mod 33.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

v. (—7) mod 3.
(—3) mod 7.
(—5) mod 5.

Vi.
Vii.
Demuestre que el maximo comtn divisor de un par de nimeros es tinico.
Demuestre que si a | b, entonces (a,b) = |al.
Demuestre que si m > 0, entonces (ma, mb) = m(a,b).
Demuestre que (a,b) = (—a,b) = (a,—b) = (—a, —b).
Demuestre que si a | bc y (a,b) =1, entonces a | c.

Demuestre que si a | m, b | my (a,b) = 1, entonces ab | m. Muestre que no es cierto si
(a,b) # 1 mediante un contraejemplo.

Muestre que el producto de tres enteros consecutivos tiene a 6 como factor.
Demuestre que si p es primo y a es un entero, entonces (a,p) =1 6 p.

Dado un entero n, muestre que
(a) (,2n+1) =1,
(b) 2n+1,3n+1) =1,

Demuestre que (a, b) es el divisor positivo de a y b el cual es divisible por todo divisor comiin
deayhb.

Hallar a,b,c,d,s,t € Z que cumplan cada una de las siguientes condiciones:

(a) a>0,b>0,
(b) d=sa+tb,y
(c) d#(a,b).

11



28. Demuestre que (a,b) =1, si y sélo si, existen x,y € Z tal que ax + by = 1.

29. Usando el algoritmo de Euclides, calcule (a,b). Encuentre los enteros x, y tales que (a,b) =
ax + by.
(a) a =542, b =234
(b) a=9652, b = 252.
(c) a=4276, b =1234.
(d) a=1819, b = 3587.
(e) a=-1897, b =3587.

30. Demuestre que todo miltiplo comiin de a y b es multiplo de [a, b].

31. Descomponer en factores primos:

(a) 2579
(b) 181429
(c) 397703
(d) 5609239
(e) 1111
(f) 11111
(g) 111111
(h) 1111111

32. Si dos enteros poseen factorizaciones

X1 402

a = py'peopyt,
b = pi'pst-pe
entonces
(a,b) =pi'pd - P,
donde c¢; = min{xq, B3}, 1=1,...,k.
33. Si dos enteros poseen factorizaciones

X1 402

a = py'py’oopRs,
b = pypyt--pe

entonces
[a,b] =p§'p§? - Py,
donde d; = max{w«, B}, 1=1,...,k.

34. Si m > 0, entonces [ma, ma] = mla, b].

12



35. Demuestre que si a y b son enteros positivos, entonces

(a,b)[a,b] = ab.

36. Calcule [a, b] para los siguientes:

(a) a=1960, b =1118.
(b) a = 3845, b =2125.
(c) a = 1650, b = 7800.
(d) a =235, b = 7655.

(e) a = 23005, b = 74565,

37. Determine la expresién del entero m en la base b, para los siguientes:

(a) m =237809, b =5
(b) m =5467,b =8
(c) m=1124,b =2
(d) m =31008,b =6
() m=874,b =3
(f) m=4569,b=9
(g) m=4569, b =11
(h) m = 23001, b =2

38. Dé la expresion en base 10 de los siguientes nimeros:

(a
(b
(c
(d

) (245760)s,

)

)

)
(e)

)

)

)

)

(
(123021)4,
(1000010),
(1423404)s,
(1423404)6,
(f) (10603104);.
39. (a
(b
(c
40. Resolver en x :
(a) (124)5 = (x)o,
(b) (132), = (330);

Si x = (120212)3, calcule (x)s.
Si x = (64501)7, calcule (x)5.
Si x = (1548)9, calcule (x)4.

13



41.

42.

43.

44,

45.

46.

47.

48.

49.

50.

Demuestre que para m > 3 se tiene que (121);, = (m + 1)2.
Demuestre los siguientes criterios de divisibilidad:

(a) “Un nimero es divisible por 2 si, y sélo si, su tltimo digito es par”
(b) “Un numero es divisible por 3 si, y sélo si, la suma de sus digitos es divisible por 3”

(c) “Un numero es divisible por 4 si, y sélo si, el nimero formado por sus dos tltimos
digitos es divisible por 4”

d

) “Un nimero es divisible por 5 si, y sélo si, su tltimo digito es 0 6 5”

e) “Un nimero m = 10k + j es divisible por 7 si, y sélo si, k — 2j es divisible por 7”
)
)

~~

(f
(g

“Un ntumero es divisible por 9 si, y sélo si, la suma de sus digitos es divisible por 9”

“Un numero es divisible por 10 si, y sélo si, su ultimo digito es cero”.
Demuestre:

(a) Si a es impar, entonces 24 | a(a? — 1),

(b) Si ay b son impares, entonces 8 | (a? — b?).
Sea a un nimero entero y n un nimero natural. Demuestre que (a—1) | (a™—1):

(a) Usando el ejercicio 7(e) de la seccién 2,
(b) Por induccién sobre n,

(c) Usando la férmula del binomio de Newton.
Demuestre que si m | n, entonces, para todo a # +1, se tiene que (a™—1) | (a™—1).

Sea g un entero. Determine:

(a) (a,q?),
(b) (a,q+1),
(c) (a,q9+2).

Demuestre que (a,a+n) = (a,n).

Demuestre que un nimero escrito en base 8 es divisible por 7, si y sélo si, la suma de sus
digitos es multiplo de 7.

Demuestre que si n es entero, entonces 6 | (N3 —n).
Sea {FnJn>1 la sucesién de Fibonacci.

(a) Demuestre que (Fn, Fri1) =1,
(b) Halle enteros x e y tales que xF, + yFni1 =1,

(c) Demuestre que (Fn, Fin) = Frum-
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Congruencias y Aritmética Modular

1. Demuestre que la relacién congruencia médulo n es

(a) Simétrica: a = a mod n.
(b) Reflexiva: a = b mod n si, y sélo si, b = a mod n.

(c) Transitiva: a =b mod n y b = ¢ mod n, entonces a = ¢ mod n.
2. Sia=bmod n, c =d mod n y m un entero, demuestre:

(a) ma = mb mod n.
(b) a+c=b+d mod n.

(c) ac = bd mod n.
3. Demuestre que si a = b mod n y k es un divisor de n, entonces a = b mod k.
4. Demuestre que si a = b mod n y m un entero positivo, entonces a™ = b™ mod n.

5. Demuestre que la suma y el producto en 7Z,, estan bien definidos, es decir, si

a=a’

y p— E—
b=",
entonces
a+b=a +Vb’
y JE—
ab=a’b’.

6. Demuestre que para todo @, b y € en Z,

)
(b) @b =ba
(c)a+(b+c)=(a+b)+c
(d) a(bc) = (ab)c
(e) a(b+¢c) =ab+ac

(f) 0+a=a
(g) Ta=a

7. Demuestre que si ab =ac mod n y (a,n) =1, entonces b = ¢ mod n.
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Demuestre que para cualquier entero n se verifica:

n? =0 mod 8

n?=1mod 8

n? =2 mod 8.

Demuestre las siguientes propiedades:

(a) Si a=b mod n; y a=>b mod n,, entonces a =b mod (nq,n,),

)
(b) Si a=b mod ny y a =c mod n,, entonces b = ¢ mod (ny,n,),
(c) Si a =b mod n, entonces (a,n) = (b,n),
(d) Sia=bmodn,y ddivide a: a,by n, entonces 3 = 2 mod 3.

Elabore las tablas de suma y producto en: Z,, Z3, Za4, Zs, Z¢, Z;.

En Z¢ = {0,1,2,3,4,5}, obtenga dos clases distintas de cero tal que su producto es cero.
Observe que esto no es posible en Z3 ni en Zs.

Demuestre que si (a,n) = 1, entonces existe b € Z,, tal que ab = 1.

Sea n un numero compuesto. Consiga dos clases distintas de cero en Z,, tal que su producto
sea cero.

Sea p un numero primo. Demuestre que para cada a en Z,, existe X tal que ax = 1. Deduzca
de este hecho que no es posible encontrar dos clases distintas de cero en Z,, tal que su producto
sea cero.

Demuestre que n es un nimero primo si, y sélo si, en Z,, ab =0 implicaque a =06 b =0.
Demuestre, usando congruencias, los siguientes criterios de divisibilidad:

(a) “Un numero es divisible por 2 si, y sélo si, su tltimo digito es par”
(b) “Un numero es divisible por 3 si, y sélo si, la suma de sus digitos es divisible por 3”

(c) “Un numero es divisible por 4 si, y sélo si, el nimero formado por sus dos tltimos
digitos es divisible por 4”

(d) “Un nimero es divisible por 5 si, y sélo si, su dltimo digito es 0 6 5”
(e) “Un ntmero es divisible por 9 si, y sélo si, la suma de sus digitos es divisible por 9”

(f) “Un nimero es divisible por 10 si, y sélo si, su tltimo digito es cero”.

16



Niumeros Racionales

1. Demuestre que el conjunto de los nimeros racionales Q, con la adicién y la multiplicacién
“verifica los mismos axiomas 1. a 9. que verifican los ntimeros enteros para la adicién y la
multiplicacién”.

2. Demuestre que las operaciones de adicién y multiplicacién en QQ estan bien definidas, es decir,
si

a a

b b
y /

c ¢

a-a
entonces

a-d+b-c a'-d +b'-c
b-d b’ d’

y

b-d b’-d”’

3. Sean a,b,c € Z con ¢ # 0. Demuestre que:

b a-c+b
(@) ato=—"—
a b a+b
b) — 4+ — =
()c+c c ’
b a-b
() a-c==
b
@ == =v
—a a
© % =%
—a a
f) —=—
() 7 =%

4 Seanx—2 —8 z—_3 Determine:
) —S,y—7y == :

x+vy, y+z, xy, ylx+z), yx+vyz, (x+y)z

1 9 — .
5. Sean x = 3 y= - yz= = Determine:
X z
ga R E) ) yX—|—yZ, (X+U)Z
X z z y
Y x?—1 v 1+z 1 1 2

1—2x z+3’ z+y 2y—x yx-+vyz’ (x+y)z’
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6 Numeros Reales

1. (Consecuencias de los axiomas de cuerpo de los niimeros reales). Demuestre que para
todo a, b y ¢ ntimeros reales, se tiene:

(a

(b —Olmphcaa—Oob—O
(c =a.

(d —(a-b)=a-(=b).
(e —b)=a-b.

(f a+b—a+c1mp11cab—c
(g) Sia#0ya-b=a-c, entonces b =c.

) 0
) a
) —
) (
) (
)
)
)

(h) Si a # 0, entonces (a™')™' = a.

2. (Consecuencias de los axiomas de orden de los niimeros reales). Demuestre que para

todo a, b y ¢ ntimeros reales, se tiene que:

(a) a<byb<cimplica a< c.

(b) a<byc<dimplicaa+c<b+d.

(c) a<0yb<0implica a+b<0.

(d) 0 < a implica —a < 0.
() a<0yb<O0implica0<a-b.
(f) a <0y 0<bimplicaa-b<0.
(g) 0<ayb<cimplica ab < ac.
(h) a<O0yb<cimplicaa-c<a-b.
3. Represente grdficamente los siguientes conjuntos de ntmeros reales y halle su supremo,

infimo, méximo y minimo, en caso de que existan.

(a) (xeR:0<x <1}

(b) (x e R: =8 <x < 7y x es entero }.

(c

) {l:neN}.
n
(d) {—:neZyn#O}.
; 1 .
(e) {XER:X:OOXZEparaalgunnEN}.

() {xeR:Oﬁxg\/iyxesracional}.
(g) (xeR:x3< 1)

18



10.

11.

12.

(h) (x eR:[x—=1] < 3}UI5,2n].

(i) {2_%:n€N}'
() {—1—% nEN}

Sea A un subconjunto no vacio de R. Se define el conjunto —A por —A ={—a:a € A}. Use
esta definicién para demostrar que si A es acotado inferiormente, entonces A posee infimo.

(Propiedad Arquimediana) Demuestre: si x,y € R, x > 0 y y > 0, entonces existe un
entero positivo n tal que nx > y.

1
Demuestre que dado € > 0, existe un entero n < 1 tal que o < €.

. . . . 1
Demostrar que si un nimero real x satisface la desigualdad 0 < x < — para todo entero
n
n > 0, entonces x = 0.

Sea x un numero real, x > 0. Decimos que r > 0 es la raiz cuadrada de x, v = /X, si, y
sélo si, 12 = x. Tenemos que /x estd definida sélo si, x > 0. Demuestre que v/ a2 = |al, para

a € R, donde
a, sia>0,
la] = :
—a, sia<®O.

Demuestre que v/3 no es un nimero racional.

Determine la expresién decimal para los siguientes ntimeros racionales:

1 34 111 4 2341 12 12345

122 8 5 23 3 13 6789°
Halle la expresién racional de los siguientes nimeros:

(a) 0,23
(b) 0,344565
(c) 0,455
d) —1,0002323
)
)
) 0
)

—~

—1,00023
3,11212345

~~

€

~~
—h

(g
(h) 3,12034

Demuestre que 0,2334 = 0,23339.
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7 Numeros Complejos

1. Verifique los axiomas de cuerpo para nimeros complejos: para todo z, w y 1, nimeros
complejos, se tiene:

(c) 0+z=z
(d) z4+(—2z) =0
(f) z(wr) = (zw)r.

(@) z=3i+2
(b) z=2-31

(c) z=1i

(d) z=—(31—2)

(e) z=2(cos & + isin &)
(f) z=-1

(g) z:—%—l—%gi

(h) z=3i

(i) z=2-21

(G) z=-2+21

(a) z=0&2z=0
(b) z=z&zeR
(c) z=z.

(d) z+w=z+w
() ZW=2z W

(f) 21:&.

2| w
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(h) zz = |z]?
N
G) lzl =12 =]~z

(k
1

(m) |z+w| <|z| + w.

Re(z) < |Re(z)| < Iz], y Im(z) < [Im(z)| < |z].
lzw| = [z][w].

)
)
)
)
)
)

4. Dados los niimeros complejos: z=1+V31, w=3V31i—2yr=+v3—+V3icalcule: z+w—r,

zw, z7' w, ¥ w_r

5. Sim es un numero natural, demuestre que
1, sin=0mod4
i, sin=1mod4
—1, sin=2mod4
—1, sin=3mod4

6. Represente graficamente y exprese cada uno de los siguientes niimeros de la forma x 4+ 1y :

(a) 3(cos0+1isin0)
(b) 2(cosm + isin )
(c) cos Zm+ isinZm
)

(d) 3

2(cos 271+ isin 2 71)

7. Represente los siguientes ntimeros en la forma x + iy :

(a) [3(cos 3m + isin $m))°

(b) 3(cos 3 +1isin %) -2(cos g +isin %)
(c) 3(cos 7+ isin §7T) 2(cos 7t + isin )
(d) 1+

(e) [2(cos &5 +isin 75)]°

(f) [2(cos Z7t + isin Zm))?

(g) (Bi—V3)*

8. Determine y represente gréficamente:

(a) Las raices sextas de i.
(b
(c

(d) Las raices ctbicas de —8.

Las raices cuartas de —4 + 4/3i.

Las raices cuadradas de —16i.

)
)
)
)
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

(e) Las raices quintas de 4 — 4/3i.
(f) Las raices octavas de 1.

(g) Las raices décimas de 1.

Resuelva las siguientes ecuaciones expresando las raices en la forma x + iy y represéntelas

graficamente:

Determinar:

VA, VisT, A, . (—8)3,
B_4i)b (141)8, (1“), s

Resolver z =z .
iPara qué valores de n es i una raiz n-ésima de la unidad?
Simplifique:

1
i, W = (TP HT)E A1) (A 1)2 4N
1

G i_z)n:cos (%[) +isin (%ﬂ) ,

Muestre que

para n € Z.

Represente en forma trigonométrica:

-5, 51, —2—2i, V2 4+ 1V2,
1+1iv3, 3vV3+43i, (1—1)(=1++V31), (1+i)™

Demuestre que si z, w € C, entonces zw + zw € R.

Hallar las soluciones de las siguientes ecuaciones:
x> +9 =0, 3x2+2=0, 2x*+7 =0,
x2—4x+7=0 4x?—4x=-5 5x*—6x+2=0.

Resuelva:
(2—-51)z=1, (1—-21)z+3 =0, 1T+1i)z—(1—-1) =4,

z—z =4, z4+1=0, 22 +iz—1=0.
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