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Guia I
Continuidad y
derivabilidad

1. Estudie la continuidad de las siguientes funciones, en caso de que sean discontinuas clasifique sus

discontinuidades.
1
;sia:<0 Sen(m)six#o
rzsix >0 2six=0

—2r+3siz<4 2 —3sir<?2

b f@) =4
ix >
e sz 24 k. f(z) =< 1siz=2
sen(2zx) .
six#0
c. flx)= sen(3z) r—1siz>2
3siz=0 xsiz] <1
(xsiz <0 L f(z) =
2?2 si x> 1
d. f(x)=1¢ 22si0<z<?2 22 95
3 six #5b
xrsix > 2 m. f(ﬁU): =
(3 _4 A
T siz <0 10siz =5
e zT) = 3
i) ) %51307&—3
| z—1siz>0 n. f(z)= Z
r—2six <4 27 iz — —3
£ f(z)=
20 —6siz >4 sen(lx+1]) si|Jz—2| <1
23 sir—3] <2 n. f(z) = .
g. flz) = —1sifjz—2[>1
2si |z —3]>2 F
six <2
22 —1si2z<0 2 -5 -
b f(@) =
. r—5si2<x<h
5;+151x>0 o. f(z) =
§+1six§2 22 —25s8ix>5
L f(z) =
4d—zsixz>2 10siz=5

Contenido: Continuidad y derivabilidad.



msix;zé()

p. fle)=4 °
lsiz=0
r+1siz<l1

q- f(z)=<¢ b—dxsil<z<?2
4siz=2

™ .
tan (Zm) siz| <1

xsi|z] >1
2
2
v xsix#()
3siz=0

2. En cada caso determine los valores de las constantes v y B para que las funciones dadas sean

continuas en sus respectivos dominios.

224+ Tr—18
x2_

a. f(z) = Bsixz=2

r+asiz <2
( :c2+oz2

b. flz)=4 *7¢

L a?siz=2

sir< =2

six # 2

c. f(z)=
ar?+4siz>—2
—2six<—1

d. f(&)=Q ar+8si —1<x<3
2s8ix >3
r+lsil<z<3

. fla)=

*+ar+fBsilr—2>1

( 9
ln(%%)$0<x<5

f. f(x)=¢ In(2)siz=>5

(Qagﬂzx
In

3. (Cémo debe definirse la funcién f(x)

continua en ese punto?

six > 2

>six>5

h. f(x)

sen(az) + cos(az) siz < 1

2siz=1

3
2sen(ax) + 1 cos(ax) six > 1

2
xT X
- 0 <z <2
atl p_10°="
1six =2

3

X
i2<2<3
dat1) po1EsTrs

2cos(z)  ssen(z) E
7\/5(044—5) ﬂa—ﬂ s.10<ac<4
2six:%

8x 2\/x . T
a+h) B/ala-p) 71

1n<aﬁx) si0<x <3
3
3siz=3

232
ln<a§x> six >3

en x = 5 para que la funcion resultante sea

4. Sea f una funcién tal que su dominio es R y ademds f(x + y) = f(x) + f(y) para todo z,y € R,
sabiendo que f es continua en el origen, demuestre que f es continua en R.

Contenido: Continuidad y derivabilidad.



5. Sea f una funcién tal que su dominio es R y ademéds f(x + y) = f(z)f(y) para todo z,y € R,
sabiendo que f es continua en el origen, demuestre que f es continua en R.

=3¢(0) siz =0
6. Sea ¢(x) = Es conocido que la funcién 1 es continua en el origen y

() — 2p(x) si @ # 0
ademds que lim ¢ (z) = 3, ;Qué condiciones debe cumplir la funcién ¢ para que la funcién ¢ sea
z—0~

continua en el origen?
7. Demuestre que la siguiente funcién es discontinua en x = 3

2 —2rx+4siz<3
fx)y=« 8siz=3

—x+10sixz >3

En caso de ser posible, redefina a f(z) de manera que sea continua en x = 3.

3x2sixz <0
8. Sea f(x) = Diga si f es diferenciable en el origen.
Osiz>0

9. Estudiar la derivabilidad de la siguiente funcién en su dominio

l—xzsixz>0

¢(x) =

1+xsix<0

10. Hallar los valores de las constantes « y [ para que las siguientes funciones sean derivables en todo
su dominio

ar+fsix <1 ar’+Bsiz<1

a. f(z) =
: c. flx) =
Vesiz21 ‘lysim>1
x

ar? +pr+1siz <1 > +ar+PBsicz>2
b. f(z)= d. f(z) =

Vrsiz>1 3axr — B six <2

11. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva z2 + 32 = 1 que pasa por el punto A(—1,2).

12. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva y = o2 + 6z + 5 que pasa por el punto B(—3, —5).

R “Cogito ergo sum”
René Descartes

~
t“.- BTEX

Contenido: Continuidad y derivabilidad.
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Guia IT
Limites por definicién
PRIMERA PARTE
1. Demuestre los siguientes limites haciendo uso de la definiciéon formal
a. llm 3z +1)=4 m. lfm (2%) =0 w. lim (:c2+1:76):6
z—1 z—0 z—3
2r — 1 fm 2v2z = . lim (2? =
r—2 4 3 9 It ( 2 + 3 ) 10
_ _ . lim =
.. h’n%x 5 At © 4x —|—25a: 2 _ 1 y. am o z
= T—2 xr — Yol
d. lim (4z) =12 o. lim 323 =0 % ign? rhl=2
z—0 ; 2
L1 Ve—-1+1) =
ol (3T) _3 p. lim 8 (22 +5) = 48 o lim (Ve )
Tl \ 2 2 T 1 1
5 B. lim ==
f. lim (6) =6 @ lim x”—2 e=0x+3 3
r—8 .
, T2 T — \/5 T 1 =
g lim (x+6)=>5 L 7l o =0
D lim — ==
h. hm(3x—|—4)—4 ' xl—rg)?)x 9 J. h’mx+2:g
% — Tz + 10 T s 3
i. lim (9 —6x) = s. lfim —— = -3 , 1 1
z—1 2 T —2 €. lim = -
i, 1fm (e) = ) 9 e=3\/x+1 2
j. lm 6 lim (2® =6z +1) =1 o ViV B
D lim ——m— = —
k. ilg}](a:—l) -1 w Iiml(x2+$+1)=3 =2 T — 2 4
T—
1
. lim (22)= -1 , 2 2 . Z) =
IH7%< ) V. ilﬂné(x —1096-!—25):0 - gljlinox Sen<x> 0
2. Escriba la definicién formal de los siguientes limites
a. lim f(x) = b. lim f(z)=M
z—at T—a~
22sixz <0
3. Si f(x) = Demuestre por medio de la definicién formal de limite que h’n% f(x)=0.
rsixz >0 o
2?2 -2z —1siz <2
4. Si f(x) = Demuestre por medio de la definicién formal de limite que
3—2xsix>2
Ii —1.
lim f(z) =
1
5. Haciendo uso de la definicién formal, demuestre que hm =1.

|:c\+1



Contenido: Definicién formal de Weierstrass para limites.

6. Probar que si lim f(z) = L entonces lim |f(z)| = |L|.
T—a T—a

Sugerencia: Aplique la siguiente desigualdad ||f(z)| — |L|| < |f(z) — L|.
7. Demuestre con un contraejemplo que el reciproco de la proposicion anterior no es cierto.

8. Una funcién f es continua en un punto a si lim f(xz) = f(a), escriba esta definicién de continuidad
Tr—a

aplicando la definicién formal de limite.

9. Si lim f(z) = L, lim g(z) = M y ¢ € R demuestre que
r—ra

Tr—ra

a. limc- f(z) = c¢lim f(z) =cL
Tr—a r—a

b. lim [£(x) + g(x)] = lim f(z) + lfm g(x) = L + M

. 1 [f(z) — g(x)] = lim f(z) — lim g(a) = L+ M

10. Si lim f(x) = L, demuestre que existen § > 0 y K > 0 tales que si 0 < |z — a| < J entonces
Tr—a

[f(z)] < K.
M
11. Si lim g(x) = M, demuestre que existe § > 0 tal que si 0 < |z — a| < J entonces |g(z)| > |2|
Tr—a

12. Demuestre que si lim f(z) = L y lim g(z) = M, entonces
Tr—a Tr—a

a. il_r)r(ll [f(z)g(z)] = ilgtllf(l‘) : }:1_%9(55) =LM.
1 1 1
b. lf = = 77 st M #0.
W g@) " Tmgw a0 M7
lim f(x)
TG 7 R RN VY
a—a g(r) hgl glx) M

Sugerencia: Aplique los ejercicios 10 y 11.
13. Dé una definicién € — ¢ para lim f(z) # L.
r—a
14. Haciendo uso de la definicién dada en el ejercicio 13, demuestre que

a. im(3z+1)#0
z—0

b. lim z? # —1
z—1

c. 11’m747$7r

T—5

15. Escriba de la forma lim f(z) = L cada una de las siguientes proposiciones:
Tr—a

a. Para todo € > 0 existe un § > 0 tal que si 0 < |z| < § entonces |z +1—1| <e.

b. Para todo € > 0 existe un ¢ > 0 tal que si 0 < |z — 7| < ¢ entonces | cos(x) + 1| < €.

c. Para todo € > 0 existe un d > 0 tal que si 0 < |z — 3| < § entonces |22 — 9| < ¢.

d. Para todo ¢ > 0 existe un § > 0 tal que si 0 < |z — 1] < § entonces |22 + 3z +4 — 8| < ¢.



3—x

e. Para todo € > 0 existe un > 0 tal que si 0 < |z — 3| < J entonces <e.

Para todo € > 0 existe un 0 > 0 tal que si 0 < |y —m| < d entonces |¢(y) — K| < e.

Para todo € > 0 existe un § > 0 tal que si 0 < x + 1 < J entonces ||z| — 1] < e.

Para todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que si 2 — x < § entonces |\/ﬁ - \/5‘ <e.

i. Para todo e > 0 existe un § > 0 tal que si 2— 6 < x < 2+ entonces 2 —e < Va2 +4 < 2+¢.

B R o

16. Se sabe que para todo § > 0, existe un € > 0 y un z, tal que |z — (=1)| < dJ y ‘x2 — 1‘ > g, basado

en esta informacién ;Qué se puede decir sobre el valor del h’m1 27
T——

17. Demuestre que si el limite de una funcién en un punto existe, entonces éste es unico.

18. Supongase que hlrn f(x) = L. Demuestre que la defincién formal de limite se puede escribir de la
X a

siguiente manera:

Para todo € > 0 existe un § > 0 tal que f((a —d,a+6) —{a}) C(L—¢,L+¢)

\ “Un matemdtico no es digno de ese nombre si no es un poco poeta”
Karl Weierstrass

~
t“‘- BTEX

Contenido: Definicién formal de Weierstrass para limites.
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Guia II
Limites por definicion
SEGUNDA PARTE

1. Demuestre los siguientes limites haciendo uso de la definicién formal

a. lim (23 — 3z + 5) = 23 d. lim (Y —1)=0
z—3 z—1
b. lfm (z* + 5a® + 62% — 4z) = 8 e lhm — =1
z—1 r—1 3
. 1 1 ¢y 1 V2
.o11m = — L1m = = —
¢ =1 /8 + x 3 z—2 \/T 2

2. Demuestre aplicando la definicion de Weierstrass que

lim (z* + 423 + 322 — 4o — 4) = 540
r—4

Sugerencia: Aplique la desigualdad triangular al polinomio de tercer grado resultante luego de
factorizar aplicando la ley de Ruffini.

22 4+3x+1siz>1
3. 81 f(z) = Demuestre por medio de la definiciéon formal de limite que

Va2 +7+3siz<1

lim f(z) =5
z—1
P24 Tr—Tsiz<1
4. Si f(x) = Demuestre por medio de la definicién formal de limite que
3r—2six>1
lim f(z) = 1.
z—1

5. Haciendo uso de la definicién formal, demuestre que lim f(z) = 2,lim f(z) = 3, lim f(z) =5y
z—0t x—1 x—2
lim f(z) = 24, donde
T3~
t+2si0<2<1
fle)=< 2z+1sil<z<2

3 —3si2<z<3

U

R “Las matemdticas son la creacion mds bella y poderosa del espiritu humano’
Stefan Banach

~
t“.- BTEX

Contenido: Definicién formal de Weierstrass para limites.
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Guia III
Aplicaciones del teorema
de Rolle y Lagrange

1. Demuestre que la ecuacién z° + 322 + x + 7 = 0 tiene exactamente una raiz real.
2. Demuestre que la ecuacién 7 — 10z + 6 = 0 tiene a lo sumo tres raices reales.

3. Demuestre que la ecuacién z* 4+ 8z 4+ 2 = 0 tiene maximo dos raices reales.

4. Demuestre que la ecuacién z? 4+ 1 = 9z no puede tener més de tres raices reales.

5. Demuestre que en el intervalo [—1,0] la ecuacién 2e® + 3z% = 0 tiene solamente una rafz real.

1
6. Demuestre que la ecuacién sen(z) = 2 — 4z tiene exactamente una raiz real en el intervalo [O, 2] .

T
7. Demuestre que en [0, Z} la ecuacién 3tan(r) = 2 — 22 tiene exactamente una raiz real.

8. Sea f(z) = x* + 102 + 3522 4 50x + 24 demuestre de dos maneras que la ecuacién f’(z) = 0 tiene
tres raices reales.

9. Determine el valor de las constantes «, 5 y v para que las siguientes funciones satisfagan el teorema
de Rolle y para los valores hallados determine los valores de ¢ tales que f’(c) = 0.

a. f(x) =22 +4x—6siz€(0,q] —2?4+axsi —1<x<3
b. f(z) =
Br+ysi3<z<Hh

10. Demuestre que la ecuacién z* + z = 2 — 22 tiene exactamente dos raices reales en el intervalo

3
=)
2
Sugerencia: Consulte la clase del dia 13 de Febrero de 2023.

11. Sea f una funcién diferenciable en todo R tal que f(4) =5y f'(z) > 9 para todo z, diga cudl es el
menor valor posible que puede adquirir f(2).

12. Sea v una funcién diferenciable en R tal que ella es simétrica con respecto al eje x. Demuestre que
d a

para todo a € R existe ¢ € (—a,a) tal que —dw (x) = alt )
x a

Tr=cC

13. Demuestre aplicando el teorema de Lagrange que

1 1
- < V66 -8 < =
9 8

Contenido: Aplicaciones del teorema de Rolle y Lagrange.



14.

15.

16.

17.

18.

19.

Haciendo uso del teorema de Lagrange demuestre que

7r+1< ‘ (2)<7r+1
4 + 5 <arctan it3

Demuestre cada una de las siguientes desigualdades haciendo uso del teorema de Lagrange

a) |sen(z)| < xsiz > 0.

b) |z —y| < |tan(z) — tan(y)| con z,y € (—g g)
c) e* > ex para todo z > 1.

d) \sen( ) —sen(y)| < |x — y| para todo z,y € R.
e) $+1 <In(z +1) < x para todo = > 0.

f) % In(2) < 1.

g) arcsen(x) — arcsen(y) > = — y para todo z,y € [—1,1].

Aplicando el teorema de Lagrange demuestre que:
55 25
CL) 277 < \/§ < E
3 9
p) 2 e
) 5 < VT < 1

Demuestre que la diferencia de las raices cuadradas de dos niimeros naturales consecutivos difieren
en menos de %, 1, Qué se puede decir sobre las raices cibicas?.

Enuncie el teorema de la constante y apliquelo para demostrar que

a) arcsen(z) + arcsen(x) = g
b) arctan(z) + arccot(z) = g
1
¢) 3arccos(z) — arccos (3z — 42%) = 7 si [z| < 5
d) 2arcsen(z) = arccos (1 — 2z?).
o —msix < -—1
e) 2arctan(z) + arcsen =
1+ a2 :
Tsixz>1

Determine el punto de la curva y = In(z) en el cual la recta tangente es paralela a la cuerda cuyos
extremos son los puntos A(1,0) y B(e, 1).

. Considérese la parabola y = Az? + Bz + C definida en el intervalo [a, b], demuestre que la cuerda

cuyos extremos tienen por abscisa a y b es paralela a la recta tangente a la parabola que pasa por
a+b

el punto cuya abscisa es

4

“La vida es buena por dos cosas: Descubrir y ensenar matemdticas.”
Simeon Poisson

~
t“.- BTEX

Contenido: Aplicaciones del teorema de Rolle y Lagrange.
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Guia IV
Teorema del valor medio
de Cauchy y Regla de
L’Hoépital.

1. Demuestre que el teorema del valor medio de Lagrange, es un caso particular del teorema del valor
medio de Cauchy.

2. Halle el valor de los siguientes limites en caso de que éstos existan.

, oz —1 , sen(x) , et —e "
a. lim o. lim ————— v. lim ————
z—1 T —1 z—0 1— COS(.T) z—0 Sen(.’I])
1
b. leHgO (e —z)° o i In [sen (3z)] 5. lim 1+ c2os(x)
In(z) 20 In [sen(x)] =  tan®(z)
c. xll_{glo s q. Ih_r}r% [sec(x) — tan(z)] . lim [ 1z ]
i .
d. HH(I) xzeac% 7rx) z—=1 [ In(x) ln(fr)x
T T tan(f ’
{ v 2 ¢. lim (1 — x) tan (—)
e. lim (z° — a?) tan (?) " il—>ml [tan( 4 )} el , 2
Tr—a
2\ 2 ’ . C) 1. lim (w—m)”
‘ z s. lim .
Ll (1+7) A YE e
) 1 1 t. lim [cos (x)]2 7" 0. lim [cot(z)]™®
g — - 2~ v
a—0 | zsen(x) 22 il
x —_—
h. lim [J: —1In (x2 + 1)] u. lim eser;(# In ( >
e a0 3z? 4 0 b lim — % /.
L lm cot(x) v lim 2(z) — 2tan(z) TN (3” — 1>
20~ cot(2z) e=»= 14 cos(4x) r
. , X 1 s n(x) 9%2
j. lim [ — ] p lm | 5€
eol [z =1 In(z) A xlg(r)l cot (”2—37) s x
k. 1im S0@) In(z) \ iy t0(@) — sen()
ToT X — T X. xhﬁoo Uz - lim s (z)
In [In(x)]
. lim ——= { { sen(x)
ihe T y. ili%a:cot@x) L. wlg(r)l+ [sen(z)]
1 tan@) . 2 1 22 + 2 cos(z) — 2
’ . 1 _ ’
m. :llino (:U) O B v. ili% o
3 2 _ 2 3 © | ,-m
sen(z) — sen(a) ., x0—ar” —a‘x+a . e +e
n. lim T —a o z? —a? = er —e "
_ In(z —1) —
il tan(z) — = 8. lim [ T 21] . 1fm In(z —1) —z
250 7 — sen(z) a1z —1  In?(2) a1 tan (o)

Contenido: Teorema del valor medio de Cauchy y Regla de L’Hopital.



1
p. limxT-=

IV. lim
x—1 T — 00 xT
1
o. lim (1-2x)= ., a®—=b"
z—0t ( ) V. alvli% T

arctan(3z) — 3 arctan(x)

T Ihﬂ% 23 VL ;ll—>mo [sen(gc)]c”2
v. lim Vz?2 1 x
T—r00 VII. lim | —— —
2 z—1 | In(z) In(z)
6 1 e’ —1
a5 cos(z) — 1 VIIL. im w
) tan(e) =0 sen3(x)
X- hm+ [sen(z)] .
x—0 —e*
- IX. lim 52 =C
Q,b. lim “am z—0 T
e € ) ) X. lim [1 — tan(x)]sec(2z)
w. lim [esc®(z) — 27 7] e—=
x—0 =
I In [sen(z)] XI. lim %
D en (m— 22) =0 W(+a)
x —x 2
—z? 2
; 1 1 XII. lim € te —x" -2
II. IlilﬁélJr (; b 1) x—0  sen?(z) — a2
I lim 2°"® XIIL 1fm 221
z—0+ z—oo 20+ 5

3. Si f'y f” son funciones continuas demuestre que

fle+h) = flz—h)

pim, 2h =@
Yy
i L@ D) =27 @) + o =h)
h—0 h?2

siguiente limite el cual pedimos hallar

3
V2a3r — xz* — avaix
4
a— vVar?

lim

T—a

, a>0

XIV.

XV.

XVI.

XVII.

XVIIL. lim

XIX.
XX.

XXI. lim

XXII.

= f"()

4. El primer libro de Célculo fue publicado en 1696 por el marqués de L’Hopital y se titulé Analyse de Infiniment
Petits, en este libro L’Hopital enuncia y demuestra la ley que hoy lleva su nombre, para ilustrar su ley hizo uso del

z arctan(z)

1
250 1 — cos(z)
, 10" — 5%
lim ————

z—0 xT
tm (1+2)"
T—>00 T

wlirg+ [1 — cos(z)] cot(x)

arctan(2z)
z—0 arctan(3z)

In (1 + l)
, T
lim ——————%

z—o0 arccot(x)

sec?(x) — 2tan(x)
1+ cos(4x)

lim
T
z—=Z

In [sen(nz)]
20 In [sen(z)]

}jl}%) lOgtan(Zz) [tan(7:r)]

“Alista esas curvas indeterminadas que hoy no tengo limites.”

/

Y

Guillaume de L’Hopital
BTEX

Contenido: Teorema del valor medio de Cauchy y Regla de L’Hoépital.
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Graficacién de Funciones
PRIMERA PARTE
Para cada una de las siguientes funciones determine:
= Dominio.
= Simetria.
= Puntos de corte con los ejes coordenados.
= Asintotas.
= Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
= Puntos méximos y minimos.
= Intervalos de concavidad y convexidad.
= Puntos de inflexién.
16 1 3
1. - 12. = = 23. fz) =a° —dx
@)= e f@)=
24. f(x) = x — 2arctan(x
2. f(z) = sen(x) + cos(x) 13. f(x) = = i) (=)
1 1
3. f(z) = & — sen(x) 14. f(x) =z + sen(x) 25. f(x) = 61‘ + 75 cos (27)
_ 3 _ 9.2
4. f(xz) = e "sen(z) 15. f(z) =2" -3 26. f(x) = cos3(z) + sen?(x)
16. =22/z +1
5 f(x) _ 1 f(ZL‘) x\/ T+ 97 f(x): (2+$2) 67962
$2 +1 1,2
A3 17 f(2) = 57— 28. f(z) = 22° + 322 — 152+ 5
6. f(z) =
x _ 4 29. f(x) = x + cos(x)
18. f(z) = Vi
7. f(x) =2*—3x+2 -z 62
8. f(z) = sen?(x) 19. f(z) = 55— 5
2
9. F(z) = 2" — 2 + 10 0. o) . 31. f(z)=(z+1)In“(z+1)
x z? —1 32. f(x) =2 —6x"+92x+5
10. /(@) = In(zx) 2% +3
21 f(2) = ——5— 33. f(z) = Va2 42
2?2 +1
1. f(z) = . 22. f(z) = In(x) — arctan(x) 34. f(r) =22 +42x+6
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35.

36.
37.
38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.
53.

54.

55.

56.

o7.

58.

f(ﬂ?) = 3 f 22
f(@) = n ren(z)]
fle) = a:Qa—:i— 1
fla) =+
f(z) = sen(x) + sené2x)
1
f@) = 53
r? — 27
fla) = T2
fla) = Vo=
f(x) = zsen(z)
f@) = g

f(x) = arctan [In(z)]
(@) = 2 n*(x)
f(@)=(8+2)7 — (8 — )3
f(x) = z — 2arctan(z)

f () = axesen (1 - ¥/a2)
f(z) = 2z — tan(z)

f@) = (z=2)5 + (& —4)5

@)= ——;
fla) = ln;x)

99.
60.
61.

62.

63.

64.

65.
66.
67.

68.
69.

70.

71.
72.

73.

74.

75.

76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

fe) =2

(o) = (e~ 1%z - 2)°
(o) = e

fla) = "5

f(z) = cos(z) ~ Infcos(z)]
f@) =
() = eents)

f(z) = z arctan(z)
f(@)=In (2 +1)
f() = emesen(vE)
f(x) = a%(x — 12)°

2
fay = 2)4(33 +4)
flz)=Ve+1-Vr—1

f(x) = sen(x)sen(2x)

fla)=e>
z—1
f(@) = z+1
2
fl) = % Infa)
1) =
sen(x)
fz) = 7
sen (:E + 7)
16
flz) = 21
f(x) =z — arctan(z)
f) =
f@) =
f(z) = z + sen(zx)

83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

102.

103.

104.

105.

f(z) = sen(3x)
f(z) = arcsen [In(2? + 1)]

332

fa) =2 ()

f(l') _ earctan(x)
4o — 12

flz) = @=2?

fl@)=z—In(z+1)

f@)=220+2-3(x+1)3

. f(z) = xarctan(z)

arcsen(x)

o)==
B (1?2 o 5)3

f@) = "5

T+2
fla) ="
fz) =z + lnfc:c)

xt —
fla) =22
f(w) = 2In(z)

@) = ———
f(@) = ze~
flx) = V122
f(@) = 2le| - 2
fla) = a?e

In(x
fla) = 252
f(@) = (@~ 1)z +2)
f(2) = Va¥ =z
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2

106. f(z) = ;; :
107. f(z) =zvVz +3
108. f(z) = !

sen(x) + cos(x)

109.
110.

111.
112.

13, f(z) = 5—

1 fo) = (Y2

115. f(z) = V23 - 3z

“La verdad se encuentra en la simplicidad y no en la multiplicidad y confunsion de las cosas”

4

e

Isaac Newton

BTEX

Contenido: Graficacion de funciones.
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Guia V
Graficacion de funciones

SEGUNDA PARTE

1. Suponga que f”(x) > 0y que ¢"(z) > 0, para toda z, {Qué condiciones adicionales simples, en caso
de que las haya, se necesitan para garantizar que

a) f(x)+ g(x) es convexa para toda .
b) f(z)g(x) es convexa para toda z.

¢) flg(z)] es convexa para toda x.

2. Demuestre que la gréfica de la funcién f(x) = az? +bx + ¢ con a # 0 es convexa si a > 0 y céncava
sia>0.

3. Sea f(z) = (x — &)" donde n € N

a) Demuestre que (§,0) es un punto de inflexién de la grafica de f si n es impar.

b) Demuestre que (£,0) no es un punto de inflexién de la grafica de f, pero que corresponde a un
minimo relativo cuando n es par.
4. Si f(x) = ax3 + Bz? para que la grafica de f tenga un punto de inflexién en (1,2)
5. Determine los valores de o, 8 y v para que la funcién f(z) = ax® + B2 + v pase por el punto
A(—1,0) y tenga un punto de inflexién en B (1,1).

ax + . " 4
6. Demuestre que f(z) = b no tiene valores criticos cuando ad — B+ # 0, ;Qué ocurre cuando

+0
ad — By =07 W

7. Si f(z) = ax®+ Bx? +vyx+6, determinar «, 3,7 y & tales que f tenga un extremo relativo en A (0, 3)
y tal que la grafica de f tenga un punto de inflexién en B (1,—1)

8. Demuestre que una ecuacién cibica tiene exactamente un punto de inflexién.

9. Determine los valores de «, 3, v y d tales que f(z) = az® + B2 + 2§ tenga un minimo relativo en
—3 en z = 0 y un maximo relativo de 4 en x = 1.

10. Una funcién f cumple que f'(c) = f"(c) = f"(¢) = 0 ;Qué se puede concluir sobre f?
11. Determine los valores de v y /3 para que la funcién f(z) = a/x + \ﬁf tenga un punto de inflexién
T
en A(4,13)

12. Encuentre los valores de «, By v para que la funcién f(z) = ax?+ Bz + tenga un maximo relativo
en 6 cuando z = 2 y que la ordenada en el origen sea igual a 4.

Contenido: Graficaciéon de funciones.



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Hallar los valores de a, 8 y v tales que la grafica de f(x) = az® + B2? + v tenga una tangente
horizontal en el punto de inflexién A (1, 1)

Determine una funcién ctibica de la forma f(x) = a3 + 322 + vy + § tal que el punto A (-2, 3) sea
un punto maximo y B (1,0) sea un punto minimo.

Demuestre que una funcién cuadratica no posee puntos de inflexion.

;Para que valores de o y 3 la funcién f(z) = 2 4+ ax? + Bz + 2 tenga un valor maximo en z = —3
y un valor minimo en z = —17

Trazar la grafica de una funciéon f que cumpla con las siguientes condiciones

a) f es una funcién par.

b) f tiene un minimo local en el punto A (2, —1)

¢) Los puntos B (1,1) y C (4,0) son puntos de inflexién.
Q) lim f(a) =1

Bosqueje el grafico de una funciéon f tal que:

a) f(0)=0

B) F1(~1) = 0; £/(0) = 0: /(1)

¢) fllr)<0siz—1y—-1<x<0
d) fllz) >si0<z<lyz>1

Una funcién f cumple las siguienes propiedades

a) f es continua en (0, 2)

b) f tiene un méximo relativo en z = 1, pero f/(1) no existe.
Basado en esta informacién haga un bosquejo del gréafico de f.

Bosqueje la posible grafica de una funciéon f que cumpla con las siguientes propiedades:

a) f es continua en todo su dominio.

b) f(4)==3;f(0)=0;f(3) =2

c) f'(=4)=0;f'(3) =0, f'(x) >0 para x < —4, f'(z) > 0 para —4 < z < 3, f'(z) < 0 parax > 3
d) f(4)=0;f7(0) =0, f"(x) <0siz>—4, f'() >0, para -4 <x <0, f’(z) <0siz>0.

Construya la grafica de una funcién f que cumple las siguientes propiedades

a) Domf(z) =0<x <6

)

b) f(0)=f(4)=1f(2) =2f(6) =0

¢) f'(x) >0siz e (0,2); f'(x) <0size(2,4)U(4,6)
) f >

)
d) f'(2)=f'4)=0,f"(z) >0size (0,1)U(3,4), f'(z) <0size(1,3)U(4,6)

Contenido: Graficaciéon de funciones.



22. Una funcién cumple con las siguientes caracteristicas:

a) f es continua.
b) f(=2)=3;f(3)=—
¢) fllx)=0siz>2
d) f"(z)<0siz<2

Con esta informacién construya un posible grafico para dicha funcién.

23. Construir el grafico de una funcién f en el intervalo [0,6] tal que ella cumpla con los siguientes
requerimientos

) £(0) = 3:7(2) = 2:1(6) =
b) f'(z) <0size(0,2)U(2, ) '2)=0
¢) f"(x) <0size(0,1)U(0,6)

d) f"(z) >0size(1,2)

24. Una funcién f cumple con las siguientes condiciones

a) f(0)=5;f(2) =

b) f'(2) =0, f”(3) no existe.
¢) f'(x) >0siz<3.

d) f'(z) <0siz>3

Basado en esta informacion construya el grafico de f.

25. Una funcién f cumple con los siguientes requerimientos

a)f0)=2;f(2)=f(—2)=1

b) f'(0) =

c) f’(x)>051x<0 f(x) <0sixz>0
d) f"(x) <0si|z] <2, f"(x) > 0si |z]| > 2.

Realice un bosquejo de la gréafica de f.

26. Trazar la grifica de una funcién que satisfaga todas las condiciones siguientes:

a) h'm f(z) =2

b) mhnoaf f( ) =
c) f(0) =

d) lim f(w) =
e) lim f(z) =

Contenido: Graficaciéon de funciones.



27. Grafique una funcién f que cumpla con las siguientes condiciones:

a) Tiene un méximo local en el punto A(0, —2)

b) El punto B(4,6) es un punto minimo.

¢) f tiene una asintota vertical en x = 2

d) La recta y = x es una asintota oblicua de f

e) No existen asintotas horizontales ni puntos de inflexién.

28. Una funcién f es tal que

a) Es simétrica con respecto al origen.

b) La recta z = —1 es una asintota vertical.
¢) f tiene una asintota horizontal en y = 2
d) No existen puntos de la grafica si x <1

Con esta informacién construya un posible gréafico para la funcién f.

29. Sea f una funcidén tal que

a) f es continua en su dominio.

b) f(=3)=1

c) fllzr)<0siz<=3; f'(r) >0siz>-3; f'(z) <0siz#3
Realice un bosquejo de su gréfica.

30. De una funcién f se sabe que

a) Es simétrica con respecto al eje y

b) Tiene una asintota vertical en x = 2
¢) Los puntos A(1,0) y B(4,2) son puntos minimos-
d) El punto C(0,3) es un punto méximo.

1
e) El punto D (5, 2) es un punto de inflexién.
f) No existen asintotas horizonales.
Con esta informacién grafique a la funcién f.
31. Grafique una funcién f que satisfaga la siguientes condiciones

a) El punto A(—2,3) es un méximo local.

>

)
) El minimo local de f es alcanzado en el punto B(4,—1)

) Los puntos C(—4,0),D(0,1) y E(6,1) son puntos de inflexién.
)

)

)

o

S8

lim f(z) =3
xTr—r0o0

No existen asintotas horizontales si x — —oo.

g

No existen asintotas verticales.

f

32. Dibuje una gréfica de una funcién continua f que cumpla con
a) f(=1)=0,f(0) =1
b) f'(3) no existe, f'(5) = 0.
c) fllx)>0siz<3yzxz>5.
d) fl(z)<0si3<xz<5b

Contenido: Graficaciéon de funciones.



33. Construya el grafico de una funcién f si ella es tal que
a) El dominio de la funcién es el intervalo [0, 6]
b) £(0) =3, f(3) =0,f(6) =4
¢) flix)<0size(0,3)y f'(z) >0size(36)
d) f'(z)>0siz e (0,5)y f'(z) <0size (56)
34. Dibuje el grafico de una funcién f si se tiene que

a) f(-z) =—f(x)

b) Tiene un méaximo local en el punto A(—2,2)

d) Los puntos C'(—1,4,1,2) D(0,0) y F(1,4,—1,2) son puntos de inflexién.

)
¢) Tiene un minimo local en el punto B(2, —2)
)
e)

f no posee asintotas horizontales ni verticales.
35. Haga un bosquejo de la grafica de una funcién f que cumple con lo siguiente

a) f(0)=0

b) f'(=1)=0,f(0)=0,f(1)=0
¢) fllz)<0siz<-1ly—-1<z<0
d) f(x)>0en0<z<lyz>1

36. Bosqueje una posible grafica de una funcién f que cumple con las siguientes condiciones:

a) f es continua.

b) f(2)=-3,f(6)=1

c) f'(2)=0,f(z)>0siz#0, f'(6)=3

d) f'(6)=0, f'(x) >0si2<z<6, f'(x) <0siz>6

37. Representar de manera grafica a una funcién f que cumple con lo siguiente

a) f(=2)=0,f(4)=0

b) f'(3)=0,f"(1)=0,f"(2) =0
¢) f'lxz)y<0siz<lyz>2
d) f"(z)>0sil<z<2

38. El siguiente grafico corresponde al de la derivada de alguna funcién f a partir de dicho grafico construya la represen-
tacion grafica de f

Contenido: Graficaciéon de funciones.



39. Construya el grafico de una funcién f a partir del grafico dado que corresponde a f’

f'(x)

B(xf%x/?)

C(f\fs.fgﬁ>

-3

-5

40. El siguiente gréfico corresponde al de la derivada de alguna funcién f a partir de dicho grafico construya la represen-

tacion grafica de f

f'(x)

-2

“Dios usd las hermosas matemdticas al crear el mundo.”

"4

Paul Dirac

BETEX
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Guia VI
Optimizacion

1. Un barco A estd a 300m de un punto O a medianoche y se dirige hacia el oeste a 1507*. Un barco
B estd a 200m al norte del punto O y se dirige hacia el sur a 150%. Calcular cudndo estdn mds
cercanos los dos barcos entre si y calcular esa distancia minima.

2. Un tridngulo rectangulo estd formado por dos segmentos positivos y una recta que pasa por el punto
A(2,3). Hallar los vértices de modo que su area sea minima.

3. Una ventana tiene forma rectangular en la parte inferior y semicircular en la parte superior. Hallar
las dimensiones cuando el perimetro es de 12m si se requiere que el drea sea maxima.

4. P es un punto en el primer cuadrante sobre la curva y = 7 — x2. Por P se traza la tangente a la
curva y sean A y B los puntos en que corta a los ejes coordenados. Hallar la ordenada de P para
que la distancia entre A y B sea minima.

5. Una péagina para impresién va a contener 24cm? de drea impresa, un margen de %cm en las partes
superior e inferior y un margen de lcm en los lados. jCudles son las dimensiones de la pagina mas
pequena que llenaria estas condiciones?

6. Hallar la distancia minima del punto P(4,2) a la pardbola y? = 8x

7. Una hoja de publicidad debe contener 50cm? de material impreso, con 4cm de margen arriba y
abajo y 2cm de margenes laterales, ; Qué dimensiones debe tener la hoja para que el gasto de papel
sea minimo?

8. Un campesino tiene 100m de alambre y quiere usarlos para formar tres lados de un huerto rectangular
siendo el cuarto lado la pared de la casa, ;Cudles dimensiones del huerto encerraran la méxima area
posible con el alambre?

9. Encuentre dos nimeros cuyo producto sea —12 y la suma de sus cuadrados sea minima.

10. El perimetro combinado de un tridngulo equilatero y un cuadrado es 10. Hallar las dimensiones de
ambas figuras que producen la minima area total.

11. Un cable de longitud L se va a cortar en dos trozos para formar con ellos un cuadrado y un tridngulo
equilatero. ;Donde se debe realizar el corte si la suma de las dreas debe ser minima?

12. La seccién transversal de una viga rectangular de madera cortada de un tronco circular de didmetro
120cm tiene longitud x y anchura y. La resistencia de la viga varia en proporcién directa al producto
de la longitud y al cuadrado del ancho. Calcular las dimensiones de la seccién transversal de la viga
de mayor resistencia.

13. Encuentre los puntos de la parabola x = 2y? qye estdn mds cercanos al punto (10, 0)

Contenido: Optimizacién.



14.

15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.

22.

Un alambre de longitud 1m se va a cortar en dos partes. Una se dobla para formar un cuadrado y
la otra para formar un circulo. jDénde debe cortarse el alambre si la suma de las dos dreas debe ser
minima?

Si una cabilla de 80cm de longitud se dobla para formar una ”L”, ;Cual es la distancia més corta
que existe entre los extremos de la cabilla doblada?

Encontrar las dimensiones del rectdngulo de perfmetro minimo cuya érea es de 16m?.

Dos postes de 15m y 20m de altura, estdn situados a una distancia de 21m y se quieren unir sus
extremos superiores por un cable que en un punto intermedio debe tocar el suelo. Ubicar el punto
donde el cable toca el piso para que la longitud sea minima.

Determine dos ntimeros no negativos cuya suma sea 10 y cuyo producto sea tan grande como sea
posible.

César y Diego disponen de 200m de tela de alambre con la que planean cercar un patio rectangular
para encerrar a Mauricio. Si se desea que el drea sea méaxima, ;Cuales deben ser las dimensiones?

Un fabricante de cajas de cartén desea hacer cajas abiertas de piezas de cartén de 12cm?, cortando
cuadrados iguales de las cuatro esquinas y doblando los lados. Encontrar la longitud del lado del
cuadrado que se debe cortar para obtener una caja cuyo volumen sea el mayor posible.

Dos postes de bm y 7m de altura, tienen una separacién de 30m y se han de sujetar con cables
fijados en un solo punto, desde el suelo a los extremos superiores de los postes, ;Ddénde se han de
fijar los cables para que la cantidad a emplear sea minima?

Se va a cortar una viga rectangular de un tronco de seccidn transversal circular. Si la resisencia
de una viga es proporcional al ancho y al cuadrado de su altura. Encontrar las dimensiones de la
seccién transversal que dala viga de mayor resistencia.

“Ouchl.”
Isaac Newton

~
t“.- BTEX
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Guia VII
Sucesiones Reales Infinitas
PRIMERA PARTE

1. Determine un término general para cada una de las siguientes sucesiones e indique si ellas son
convergentes o divergentes

)1 1 1 1 ) 2 4 8 16 32
—_— =, . n — = —, —
a ?\/57 3’27 72’6’2 71207
pll11 g L4916
2°5°10° 17’ 37 577 97

) 1 4 9 16 25 o) 1 111

C)l —F— = == == o — Y8 9l 40"

Vi Y Yn Y 2374

1 1 1 ) 2 4 6

d) 1’1 28 PPysassr
2 3 1 g1,-51_ 1
e) 2,7,12,17, ... 2747 8
/) 1111 r) 10,5,10,5, ...
274787167 s) —5,10,-17,26, ...
) 2% 2* 2P 1234
g I 732742752)”' t) 575’1’5"
h) 1>_1717_i7i7"' 1 1 1 i

379 2781 U 3R I

2 4
) ~La—2.0 v) 1,3,5,7,

N2 /74\3 /5\% /6\° w) 2,4,2.4, ...
() (s)-(3) - (3) oA 218
e i
pl111 y) 7,9, 1,

) 3957 &1’ 2) 2,6,18,54,
m) 1 - 21’ 31’ 41 aa) 1,4,9,16,
2—— 3—- 4—- 55—
5 3 3 1 ) 5 ab) 0,2,0,2,
2. Demuestre haciendo uso de la definicién formal que
1 1
Y1 D s =0
2n? 2
_ = li =
b) nlaoo?m?—l 3 ) Ben 1
1 n
:0 { pr—
) n—oo ¥/n + 1 nh%rgon2+1 0
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o2n? —1 j) lim —(n—1)%= -0
n—oo

lim ——— =
9) nooon2 + 3n + 2 2
23 — (n—2)° k) lim =00
b tim T )2+(§ S 1 e e
n—oo
) lim 3" " D 1 n*+3n%+6n+1
= 11m =
V) oo o n—00 n? +4
3. Demuestre que
Osirl<1
lim " = 151.7":1
n—o0 cosir>1

No existe sir < —1
4. Pruebe que si lim |a,| = 0 entonces lim a,, = 0 (El reciproco es cierto?
n—oo n—oo
5. Demuestre que las siguientes sucesiones son convergentes haciendo uso del teorema de estriccion:
2) {sen(n) }Oo gsen(mn) 1 % ) {3n2 + sen(2n) }Oo
it W74 py JE c) 2 T E\E)
n n=1 ) \/ﬁ 1 n2 +1 n=1
n=

6. Diga si las siguientes sucesiones {a,,} son convergentes, si su término general estd dado por:

8\" 2 _ N\ "
a) ap= | o m)an:w z) ap=2—|—=
9 2n 46 8
D) an = 1 n) a, = V3 - 5
— o _
" on41 . _Sen2(n) T+4m
) ay= V22 v 2) an=n (Vi +1-n)
" n—+1 _1\n
on 41 0) ap = M aa) a, = ncos(mn)
n
d) an = on 1 ab) an:5\/ﬁ
e) a, = o p) an = (—1)"sen (n) B 1
" arctan(n) ac) a, = nsen -
1 ¢ a o2n3 n
— n= Tt o5 | 1 d :<7>
f) an = (2n+5)n 5n2 + 4 ad) ay, 1
1 1 ae) an, =1+ (—1)"
9) an=— (n2+1)ﬁ r) an = (0,0001) n of) @ = 05"
n
Vn?+6—n s) an:<n+1> sen(n)
h Ay — n — - —
) an V2 +n+1+ Vnt+1 n ag) an=m 1
n? -1 (1> 4
i) ap=—5— N oa N\ ah) a4y =nn+ 6
RS ) on = 1ol . 1

e () W = o) o= | |
2" + 1 aj) an =vVn+2—+/n

k) an=(1—7 v) an == 3
n (n + 3)2 ak) an = —5-
1) ap=In(n+1) —1In(n) w) an = 2 212

Contenido: Sucesiones reales infinitas.



n cos (n!)

_Vnd 14 Vn?+2

bf) an, = 3cos(7rn)

al) a, = au) a, =
n2+1 ) Vnt+3+vn2+5 In(n?)
am) ay = logs, (2n) (In(n))? ba) an =
| aw) an = ——— 3n® — 6n* + 4
o n =
an) an_(n+1)!—n! aw) a 3n+4 oh) T T —6nd +4n—4
ai) an = /i (Vi +1— /n) dn =3 bi) 0 = 1)
N ax) ap=mn-37" BV
) . 1_3 nmw 2
ao) Qp = n2 a,y) an = COS <?> b) A = i
’ P e
(-2) az) a, = arctan(2n)
ap) an =2 . bk) an =+vVn?2—4n+5—n
n ba) an = P04 In(3n)
27 cos(n) YT T —6n W) an = 0
aq) ap = in 1+424+3+...+n n(n)
bb) ap = 5 4n
n+1 n bm) a, =
- 1 6n + 5
ar) a, =100 n be) an = o sen?(n)
n? sen(n) bn) an = vn
n=(-1)"'"—/—= =
as) an = ( )1+n3 bd)an—T 2
2+n2 n e — e~ N 2 E

7. En este ejercicio se estudia la Sucesién de Fibonacci:

a) Supdngase que la vida de los conejos es eterna y que cada mes una pareja procrean una pareja
nueva, que es fértil al mes. Si comenzamos con una pareja de recien nacidos. Demuestre que si
Iy =y F> =1, entonces la sucesion de Fibonacci

{(F,} ={1,1,2,3,5,8,13,21, ...}
estd dada por la férmula de recurrencia
Fopr=Fo+Fo, n>3

b) Demuestre que el término general de la sucesién es

e L (14v5)" 1 [1-vB)"
"5 2 NG 2

Sugerencia: Verifique que F, satisface la formula de recurrencia dada en a).

F,
c) Sea fn ;,H Demuestre que
n

1
fn—2

d) Sea {F),} la sucesién de Fibonacci dada en b). Demuestre que

fn—l =1+

F, 1
lm n+1 _ + \/g

n—oo [, 2

Contenido: Sucesiones reales infinitas.
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Guia VII
Sucesiones Reales Infinitas
SEGUNDA PARTE

1. Sea {a,},-; una sucesién tal que ella es estrictamente creciente y 5 < a,, < 7, {Qué se puede decir
sobre la convergencia de esta sucesién?

2. Estudie la monotonia de las siguientes sucesiones

vn+1 f) an:n—Q l) an:5+(_1)n

a) ap

" Bn+3 n+2 n
n" _ 1
b) an =5 9) an_3n+5 m) a, =vVn+1—+/n
1 1 1 h) a, =n—n?
€) an =14+ 5+t~ ) n n) anziln("+2)
! ! n! Z) ap = — n+2
d) a, = ( ) . ]n n) a, = arctan(n)
n ]) an: 3 ]
_2n (3n)! (3n)!
€) an =z~ k) an=mn—2" 0) an ="

3. Supéngase que la sucesién {a,},-; es creciente y tal que para todo n a, # 0, demuestre que la

sucesién {b,} -~ = . es decreciente.
nfn=1

4. Supodngase que las siguientes sucesiones son convergentes, calcule para cada una de ellas una férmula
de recurencia para en término n + 1 y el valor al cual convergen.

a) a1 =V7,a3 =7+ V7, a3 = \/7-1-— \/7+\ﬁ,a4:\/7+\/7+ VTV, ..
b) a1 = \3/5,612 = \3/2\3/5,a3 = \3/2\3/ 2%,...

5. Sea A > 0, demuestre que la sucesién de términos positivos definida recursivamente por

1 A
ar =1, an+1:§ ap + —

an,

es convergente.

Sugerencia: Use el hecho de que a2 — A > 0 y aplique el teorema de la convergencia mondtona.

6. Sea {a,} -, unasucesién convergente a L, con L # 0, demuestre que la sucesién {b, },-; = {(—1)"an} -

diverge.
7. Demuestre aplicando el teorema de la convergencia mondtona que la siguiente sucesion es convergente
1-3:5-...-(2n—1)
Q. =
" 2:4-8-...-2n

Contenido: Sucesiones reales infinitas.
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Guia VIII
Férmula de Taylor

1. Encuentre el polinomio de Taylor P,(x) de las siguientes funciones en el punto a y de grado n:

a) f(:c)—e}g,a—87n—3 n) f(:z):sen(az),a:%,n:?)

b) f(x):sec(:n),a:g,nziﬁ °) f(x):cos(x),a:jr,n:zl

¢) f(x)=+x,a=9,n=3. P) f(x):sen(m),azg,n:ZL

1 _ _ q) flx)=e", a=1,n=4.

4) flo) = 1_$,a—0,n_4 r) f(z) =z, a=100,n =3

e) f(z)=tan(z), a = %7 n=>5. s) f(z) = cos(z), a = %, n=>5.

f) f(m):tan(m),a:%,nzél. t) f(z) =tan(z),a=0,n=3

g) f(x) =tan(z),a=0,n=5 u) f(z) =cos(z),a=0,n=4

h) flz)=2>-1,a=1,n=3 v) fl)=e",a=0,n=35

i) f(z) =e*cos(2x),a=0,n=3. w) f(x) —32° + 52 -7,a=0,n=4.

7) f(x)zln[sen(a;)],a:g,nzﬁ z) fz)=vVI+z,a=0n=3

k) f(x) :333/2’ a=1,n=4 y) f(z) = 1n(11+$) a=0,n=4

) flz) = 142,a—5,n: 2) f(x)zl_m,a:(),nzél.
(z—4) - a) f(x) =arcsen(z), a =0, n =4.

m) f(x) = cos(z), a = 30 n=4. B) f(x) =sen(z), a =0, n=4.

n) f(x) =e*sen(x), a =0, n=3. v) f(x) = arctan(z), a =0, n = 2.

2. Hallar la ecuacién de la recta tangente a una funcién f(z) en el punto A(0,0) sabiendo que

> 2P

P5($):x—§+€

3. Demuestre que la recta tangente a una funcién f(z) en el punto A(0,0) es horizontal, sabiendo que
1 2
P _ .2 _ 1.4 G
s(z) = x 3% + — T

1
4. Haciendo uso de la funcién f(x) = \3/? y de Ps(x) en a = 0 aproxime el valor de v/3 y dé una
—x

estimacién del error cometido.

5. Dé una aproximacién al valor In(2, 3) aplicando el polinomio de Taylor de grado 7 centrado en a = 1
y dé una estimacién del error cometido.

Contenido: Férmula de Taylor.



6. Demuestre que si f(x) = 23 — 222 + 3z + 5 entonces su polinomio de Taylor de grado 3 centrado en
a =1 es exdctamente f(x).

7. Haciendo uso de un polinomio de Taylor aproxime los siguientes valores si se quiere que el error
cometido no sea mayor que 10~ en todos los casos (los ejercicios en negrilla son peligrosos, proceda
con cuidado):

a) 1n(2,25) d) V3 g) tan(1°) j) arctan(2) m) cos(14°)
b) sen(89°) e) cot(89°) h) V17 k) logs(2) n) e
c) V11 ) Vr i) sec(89°) [) csc(47°) n) tan(22°)

8. Halle el valor de los siguientes limites aplicando la férmula de Taylor

2) (x — 1) In(x)
a—1 sen?(x — 1)

b) lim x — sen(x)
0 z — tan(z)

x cos(z) — sen(x)

T
) 250 2?2 tan(z)
T _ =% _ 9

d) lim —— = =¥
a—1 2z — arctan(z)

“Lo que con mucho trabajo se adquiere, mds se ama”
Aristételes

BTEX

"4

Contenido: Férmula de Taylor.
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Guia IX
Integral definida

2

. Hallar el drea bajo la curva f(x) = 2 en el intervalo [—5,2] sobre el eje z, aplicando Sumas de
Riemann, tome como ¢; el punto medio de los intervalos [z;_1, ;] de la particiéon P que usted
seleccione.

. Hallar el drea bajo la curva f(z) = /x en [0, 16] sobre el eje z, aplicando Sumas de Riemann, tome
como ¢; el extremo derecho de los intervalos [z;_1,x;] de la particién P que usted seleccione.

. Hallar el 4rea entre las curvas f(z) = 22 — 1y g(z) = —2? — 1 sobre el eje z, aplicando Sumas de
Riemann, tome como ¢; el extremo derecho de los intervalos [z;_1, ;] de la particién P que usted
seleccione.

. Hallar el drea bajo la curva f(z) = 2* — 823 + 2122 — 227 + 8 en el intervalo [0,4], aplicando Sumas
de Riemann, tome como ¢; el extremo izquierdo de los intervalos [z;_1, ;] de la particiéon P que
usted seleccione.

. Hallar el drea de las siguientes regiones haciendo uso de las sumas superiores e inferiores de Darboux

a) R={(z,y) eR*| —1<2<2 0<y<a®+2}
b) R={(z,y) eR} -2<2<4, 0<y<8—2z}
¢) R={(z,y) eR}0<z <5 0<y<2z+1}
d) R={(z,y) eR}1 <z <5 0<y<3z-2}
e) R={(z,y) eR*|0<z <4, 0<y<16— 2%}

b
. Sea f una funcién tal que / |f(z)| dz existe, ;Se deduce de esto que f es integrable en [a, b]?
a

. Suponga que f(z) = 0, para todo = € [a,b] salvo en un nimero finito de excepciones. Demuestre
que/ f(z)dz = 0.
a

. Sea f una funcién integrable en [a,b] tal que su rango es el intervalo [A, B] y sea g continua en
[A, B]. Demuestre que la funcion g o f es integrable en [a, b).

. Hallar las siguientes integrales definidas haciendo uso de la n-sima Suma de Riemann en el infinito:

/08< ) d) /13(3:1:—2)dx

2 1
(22 + 3) da e)/ (22* 4 3) dw

0L :
N

2 2 /.2
(2 +2+1)de f)/ <+1>daz
1 1\ 2



/le—i—:c n) /On[x]dxneN
/oz (o4 1)d ) /_12(:E3—3:E+2)da:
sz (o +1 o)l/jﬂx|——x3)dx
T 2
fl 2x++1 ) /o1 @+ o) do
/ (3a£> 4 2bt + ) dt 9) /Ol(fE3—3fB+2)dw
w [ ot ana 0 [

10. Demuestre que /2 sen(z)dr =1
0

<a) <n + ;)
cos | — | — cos
2 Q
Sugerencia: Aplique el siguiente resultado Zsen(koc) = a

b1 2sen (5)

b
d
11. Hallar/ f con 0 < a < b. Sugerencia: En las Sumas de Riemann, seleccione ¢; =
x
a

()

b dx
12. Hallar / — con 0 < a < b. Sugerencia: En las Sumas de Riemann, seleccione ¢; = /T;_1 - @;.
T
a

13. Demuestre que las siguientes desigualdades haciendo uso de la propiedad de acotamiento para las
integrales definidas:

a)%g/ e 2m e)3§/x+5dx§5
13 o 10+3cos(x) = 7 0 r2+2
b)2</1 de 2 L
5 4
c)wg/ (1—|—sen2(x))§27r 1</ 7 d <Z
% g) - 1 x2+5x72
1 7 sen(x) V2 !
d)QS[r —d < =~ h)ls/mdxgﬁ
z 0

14. Demuestre que V1 + 23 < 1 + 23 para todo > 0 y con esto pruebe que
1
5
1§/ V14 23de < 1
0

15. Demuestre que si 0 < x < 1 entonces 4 — 22 <4 — g% — g3 <4— g2 y con esto demuestre que

7T</1 dx < T
6 = Jo VA—22—23 " 42



16.

17.

18.

19.

20.

21.

Se dice que una funcién f es periédica de periodo ¢ si existe ¢ € R tal que para todo x € R se
cumple que f (z + ¢) = f(x), al valor ¢ se le conoce como periodo. Demuestre que si f es periddica

de periodo ¢ entonces

a) /Oqsf(x)da: = /a+¢f(:c)da:, para todo a € R.

ne ¢
b) /0 f(x)dx = n/o f(x)dx, para todo n € N

2017—1
Haciendo uso de lo anterior hallar / sen(z)dx

T—1

Sea f una funcién continua y estrictamente creciente en el intervalo [0, ¢]. Supongamos ademds que

f(0) =0y que existen a € [0,c] y b € [0, f(c)]. Demuestre la desigualdad de Young:
a b
| t@z [ £y = ab
0 0

Dé una interpretacion geométrica de este resultado.

Hallar la derivada de las siguientes funciones:

2

a) f(z) = /9: x cos(t)dt d) f(x)= /tan2(x) Vtsen(t)dt

b) f(x) = /: sen(t)dt e) /Oy sen(t)dt + /Ox cos(t)dt — /xy dt = zy

g(z) d ¢ g
c) f(x) :/0 _a donde g(z) = /0 i

1+ sen?(t) arcsen(s)

Size [0, g] Demuestre que

sen’(z) i cos?(x) s -
/0 arcsen ( t) dt + /0 arc cos ( t) dt = 1

Sugerencia: Aplique el teorema de valor medio de Lagrange.

Una funcién f estd definida para todo x € R por medio de

f(m):3+/‘”1+sen(t)dt

0 2+t

Sin calcular la integral, hallar un polinomio cuadritico P(x) = ax? + bx + ¢ tal que P(0) = f(0),

P(0) = f(0) y P"(0) = f"(0).

Hallar una funcién f(z) continua y no idénticamente igual a 0 que cumpla la siguiente igualdad

P = [ * pe)—cst)

1 + sen?(t)



22. Sea f una funcion estrictamente positiva y continua. Demuestre que la funcién ¢ definida como

/Itf(t)dt
O s x#£0
o@=1 [ s
0six=0

es continua en x = 0 y creciente para x > 0.

z dt
23. S =
ea f(x) /0 x|

a) Sin hallar la integral (cosa que es imposible) demuestre que f es estrictamente creciente en
[0, 00).

b) Sea g la funcién inversa de f, que existe por la parte anterior (;Por qué?). Demuestre que
g es proporcional a g2, es decir, existe k € R tal que g”(z) = kg?(x), hallar el valor de esta
constante de proporcionalidad.

24. Sabiendo que f es integrable R. Hallar f(2) si f satisface
x2 x2(1+x)
a)/ F@)dt = 22 (1 + ) c)/ F(O)dt =
0 0

b) /Ox ft)dt = z* (1 +2) d) /Of(m) t2dt = 2%(1 + z)

1 T
25. Sea g una funcién continua en R, tal que/ g(t)dt =2y g(1) = 5. Sidefinimos f(x) = / = (z— x2) g(t)dt.
0 0
Demuestre que

f(@) = /0 " (@ — ) g(t)dt

y hallar f”(1) y f"'(1).

26. Hallar una funcién f y una constante C' tales que
z 1
a) / ft)dt = cos(z) — =
0 2
x 1 16 18
bX/f@:/t%@ﬁ+x4ﬁj+C
0 . 8 9
$2
c) / ft=a%+9
C

1'2

d) /Cx tf(t)dt = sen(z) — x cos(z) — 5

27. Demuestre el Teorema de Rolle para integrales:

b
Sea f una funcién continua en [a, b] tal que / f(t)dt = 0. Entonces existe ¢ € [a, b] tal que f(c) = 0.
a

In(z) ,
28. Si f(x) —/1 sen(t?)dt Hallar (f71)" (e).



29. Hallar 1i
et xl—]Eng 1 + cos(2x)

30. Sea f una funcién positiva y continua en [0, 00) tal que posee una asintota horizontal en y = A con
A# 0y f(0) = B, con esto hallar los siguientes limites:

ug%x/f

b) lim — f()

z—o0 T J
31. Sea
z2-1 3
/ f() +1n(t + 1)dt = 23 — / arcsen(t)dt
0 S

sen(z)
/ g ( sen( dt
32. Sabiendo que hm 0. = 0 Hallar el valor de ¢(0).

/e S+ 1)t

Hallar f(0)

“Si yo me despertara después de haber dormido durante mil anos, mi primera
pregunta seria: ;Ha sido demostrada la hipdtesis de Riemann?”
David Hilbert

BTEX
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Contenido: Integral definida.
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Integracion Inmediata

1. Demuestre que si F' es una antiderivada de f en un intervalo I, entonces G es una antiderivada de
fen I siy solo siexiste C' € R tal que G(x) = F(x) + C para todo x € I.

2. (Qué significado geométrico tiene la constante C' del ejercicio anterior?
3. Explique la diferencia entre antiderivada y primitiva de una funcién.

4. ;Qué es una funcién elemental?

5. Muestre un ejemplo de una funcién no elemental.

6. Sea F una primitiva de f y supongamos que f tiene inversa, la cual denotaremos por f~!. Demuestre
que la funcién G definida por

es una primitiva de f1.

7. Hallar la ecuacién de la curva y = f(x) que pasa por el punto A (0,3) y cuya pendiente de la recta
tangente en cada punto de f estd dada por 4x — 3.

8. Hallar la ecuacién de la curva y = f(z) que pasa por el punto A <1, %) y cuya pendiente de la recta

tangente en cada punto de f estd dada por ——.
1+ 22

9. Una ecuacién de la recta tangente a una curva en el punto donde z = 1 es y = 3z —4. Si en cualquier
2
punto (z,y) de la curva se tiene que d—z = 12x — 4, encontrar la ecuacion de la curva.
x
10. De una funcién y = f(x) se sabe que

d2
d—xz = sen(z) + cos(z)

Hallar la ecuacién de f

d
11. En cualquier punto (z,y) de una curva se tiene que d—z = 2y (1,3) es un punto de inflexién,
X

sabiendo que la pendiente de la recta tangente a la segunda derivada en el punto de inflexion es —2.
Determine la ecuacién de la curva.

12. Hallar la ecuacién de la curva y = f(x) que pasa por el punto A (0, —1) y cuya pendiente de la recta
tangente en cada punto de f estd dada por 2e® + 1.



13. Desde la orilla de un edificio de altura h es lanzado un objeto hacia arriba con una velocidad inicial

1
vo. Demuestre que la ecuacién del desplazamiento del objeto es s(t) = h + vot — ith donde g es la

aceleracién de la gravedad.

14. Un objeto se mueve a lo largo de una recta con aceleracién a(t) = 2 cos(t) + 6t. Su velocidad inicial

es v(0) = —8 y su posicién inicial es s(0) =

15. Hallar el valor de las siguientes integrales

a) /a:3/4 — Vzdx

sen’(z sen?(z) — sen(x) —

c) /61‘2 + 8z + 3dx

@12
V) vEas "

e) /;2__\};dx
n [ de
9) /cos (arcsen(w))dx

1—22

h) /e/z(x4+6x—é/g?)dx

i) /\52ﬁ+€1fdx
i) / sec (arctan(x)

sen3 (arctan(xQ))
eT 241

cos(2x) .
2 /1 — \/icos(a:)d

m) / llnn(é 4)>dx

n) /0082 (%) dx

n) /(S:erlg?gda:

0) /0082 (arcsen(z)) — 7d:v

0

Vat+ x4 42
) [

2467677
q) ————dx
CERED

—5. Hallar la ecuacion de la posicion.

dz
) /sen4( ) — cos?(x) — sen2(x)
2Va2 — 30z + 2
s) / N dz

t>/1+iff;()

cse(x
dx

csc(x) — sen(x)

cos(z —|— sen( 1:)

arc cos(z) + arcsen(x)dx

0 [
0 )
/tan (tan(x) + sec(x)) dz
9 |
v |

1
arctan(z) + arccot dx
x

) [ e
aa) /csc(:v) (cot(z) + csc(z)) dx
W [
— sen®(2z)

2 cos?( 2
)/ 2—2sen2() de
/1 —sen(z) ' /1 + sen(z) .
ad) /\/1+cos(:c) \/1—cos(x)d

ae) /logﬁ (cos(z)) 0geos (s (\/E) dx
of) /sen(a:) (c;))t(x)dx

1
ag) / 1 + sen(z) + 1 —sen(z) dz
2 tan (%)
ah) / 1-— tan22(%) da

ai) /sen r+a sen(x—a)dx

cos(z) + cos(a)



) oo oy o L e

2 |
ak) /tan ) + tan(z) cot (x)dx )/ ogn

1 + tan?(z)

16. Hallar cada una de las siguientes integrales de manera que su resultado sea una primitiva continua

—rz+2s1 —1<z<0
) /f(:r)dwdondef(:z): r?si0<z <2

r+1sixz>2
b) /}tanQ(x)‘dx /f \dz donde (&
x donde

a) /}x3+2w2—x—2‘dm

l+ajz| si <1
242 si x>1

1
d) /arctan(m) + arctan () dz
x

_f 3r+1lsiz<—1 /f )dx donde f(z
)/f(:c)da:dondef(a:)—{ $2+2$—lsix>—1

17. Hallar el valor de las siguientes integrales, haciendo uso de la Regla de Barrow

6 3
a) / |2® 4 622 + 5a|dx d) / Vx| — xdx
1 -2

b) /_2: isen(z)| dz ) /_52 2] da

) /05\2x—6|da: f) /08 {2} do

2
= @+ el

x {
C)/|$|dx |z] si —8<2<0
/f )dz donde f(x 2z si O0< o <2

x
18. Demuestre que / (t+ |t])? dt =
0

2
19. Hallar/ f(x)dx sabiendo que
-2

1—2?% si |z <1

flz) =

1—|z| st Jz| >1

“Las matemdticas son la ciencia de lo que estd claro por si mismo”
Carl Gustav Jacob Jacobi

BTEX
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Contenido: Integracién Inmediata.
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Guia XI
Integracién por
u-sustituciéon

1. Hallar el valor de las siguientes integrales:

a) /;;lf)?dx p) /\/%_jw

b) /(x+2)sen(x2+4x—6)dx qQ) /de

) /:L"cot (22 +1) d r) /uje;gz:))gdx

d) / de 5) / mczw
e g,

! /\/(1+x2)lnCZc+\/l+7x2) . /Sen(%) %(xtan(x))
0 [t ) | e
= S

. sec?(3z) “) /m

) | e o [

k)/ dx B 1
:p\/m ‘m)/x4 1™

dx arctan z)—l—xln(l—l—x )+1
[ -
)/m ab)/ dx

1+ 22
2
m)/x +2$+2d:v ac)/ sec?(x)
—T m
d sen? cot a:
W [ e ) | \/7—:]02 e
. In(2z) tan(3x) — cot(3x)
d
%) /:pln(4w) o )/ sen(3z) du

.’1:2 — o
0 [ 9 [ F



ag) / V' 1+ cos?(z) sen(2x) cos(2x)dx

In(x)
) [ e

) / 621‘
al 1 + 64x

a
) / cos?(x tan
ak) /sen ln

al) /6x2—11$+7
3z —1

o) | oz m

w [
a)/\/ﬁJrl

X

ao)/l—i-x x?
/(1= a2)?
ap) /2 SesI;HQ
q)/\/W
ar)/l—kxcot )dx

as) / xIn(z ln In(z

t)/ sen(x) + cos(z

\/sen COS
a) / \/HT

xIn(z

“”’/Mm

aw) <

) [ g
w [ gt
dx
) | e

\/1+x2 (1+22)°

ba) /2x32x 3y

3zt 4+ 1223 + 6
bb) o

Thi 10z 1 12"

be) /tanh )dx

bd) / senh(x
be) / senh
cosh4
1+ cosh 2x)
) [

x + senh(z) cosh(z

bg) /a:cosh2< )dac
bh) / senh(x +2COSh
bi) /\/cosh ldx
%) /cosh — senh(z
bk) /
1 + cosh(x
tanh(x)
bl) / 372@
cosh®(x)
bm) /x2 cosh (:z3 +3) dx
) / 62;10
senh4
br) / senh(x cosh
dx
b -
o) /tanh(x) -1

bp) /sech )dx
by) /1+tanh

senh(2x

br) /e cosh(z
bs)/x_m:r

bt) /x5\/1 — z3dx

x

log3
bv) / x ln

1 —2$
bw) / +e

-zl




ba) / Jsen(z) = send(z)dz cc) / lnszzn ec(z)dx

b)/ A

Yy 1 2 cd)/ —ex? —e—i_acl—i—a:—i—ldfn
x 2{E el

bz) /(e—;)dm

)/ 9 L/z+1 2d ce) /sec(m)dw
W) 3=s2\\a=1)

cb) /cos (In(x)) sen (ln(:c))dx of) /\/xi—de

X

2. Hallar cada una de las siguientes integrales haciendo la sustitucién indicada:

1
hacer x = —

a —_— -+
aVz? -2 u 22 —4x+3
dx dr X

b — =, h = tan(f — i
) / @2 +1)° acer x = tan(f) e) / T son(@) 1 cos(@)’ hacer u = tan (2)

dz, hacer x = cosh(t)

dz, hacer x = sec()

hacer z = sen(f)

3. Hallar el valor de cada una de las siguientes integrales aplicando la Regla de Barrow

% [sen()] cos(z)
2 / Tsen?(m) £ 1 @

2 /2 \/:r—i-lf\/:v—l

) /? 2x — \/arcsen(x)d a) /\/5 T
x x
0 \/1 —1'2 0 4+.’1§'4

-5 3 !
4. Si f(x) = \;Cm, hallar /2 %dw. Sugerencia: No intente sustituir la ecuacién de f dentro

de la integral.

“Sin matemdticas, no hay nada que puedas hacer. Todo a tu alrededor es
matemdticas. Todo a tu alrededor son niumeros.”

~
b‘. Shakuntala Devi

ETEX

Contenido: Integracién por u-sustitucion.
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Guia XII
Integracion por partes

1. Hallar las siguientes integrales:

<
~—

&
]
o
Q
[}
%)
—~
8
SN—
Sy
8
&
S—

ao) /(:U —41‘+5)62Id1‘

>
~—

N ap) / & sen (3z) da

ag) / (2% - 3¢ — 3) In’(2)da
“(x)dz ar) / sec®(2)dz

ab) / ¢ sen(w)da 0s) / arcsen(z) In(z)d

da ac) / ¥ (sen(2z) ~ cos(2x)) dz /ln(x)ln (o VT T) i
i ad) / ¢ cos (Bz) dx o) / 2 sec(z) tan(z)dz
e, ac) / sen (In(z)) dz a) / 2 (1 + 2?) arctan(z)dz
of) / cos (In(x)) dx ) / (@ — sen())!da
x)zdx ag) /\/%dx az) /ln(\/l—x+\/1+x)da:
AN ah) / \/mdw ay) / cos?(v/z)dz

2*In(1 + z)dx ai) / (12 az) / (2? — 3z) In(z — 1)dz

a) [ xsen(2z)dx T) /x2exdx aj) /erxsen(x)dx
b) [ xcos(x)dx s) /x?’e“dx ak) /eﬁdw
¢) [ xe Tdx t) /m2axdas al) /sen(%) dx
d) [ 3%xdx w) /:L‘3sen(x)d:1: am) /azcls(inz;gdm
o) [ " In(x)da v) / 22 cos? () dx . /x axctan(e
7 [ zarctan(z)dz w) [ 1(e)ds arjt:nxz
3 )/xQ 1+x2

/ln (z)

/

/

.
N~—
8
-+
I
=
(]
—
8
N~—
U
8
S
NS
I
=
o
-+
&
=)

oy
~—
8
(@)
@}
»n
[\
—~
8
N~—
U
8

o~
~—

8
w

3
~—

8
I
=
Q
-+
I
jm}

—~
8

~

3 2
=3
—
8
(N
+
=
N~—
ISH
8

[\

=)
~

U U e U
o
= A
=l s
gN\_/

—~
[a—
+
8
A

3
~—

)
~—



ba) /arctan< )dx bl) /(;ifdx bo) /W“
bb) / marccos<x> dx bm) / eresen(@) g ba) / csc3 (@) da

By ISy T S i
bd) /sen ) cos(nz)dx bii) /1122&; o dos 2

bz) /1:2 sec(z) tan(z)dz

)/ B+e) bo)/ * sen (Bz) da

L+22)° parcsen x) ca) /cos(x) In (sen(z)) dz
bf) /J;arctan(m + 1)dx bp) / m

bg) /\/ﬁarcsen(a;)dx bq) /\/;xsen(:n)dx cb) /5605(95)d33
N

bi) / arcsen?(z)da bs) / (@ +1)' 1 () L cd) / 226" cos(x)da
bj) / (mcos(x)x_zsen($))2dx bt) / x csc?(z)da ce) / 29v/6 — 3a5dax

bk) /%d@« bu) /<xcos($)$—sen(x)>2d$ cf) /1n6(x)dm

. Demuestre que /uvdw = uvw — /uwdv — /deu

. Sea f(z) una funcién mondtona continua y f~!(z) su inversa. Aplicando integracién por partes

demuestre que si [ f(z)dxr = F(z) entonces

[ @iz =o' @) - F (57 @)
Estudie los casos para las funciones f(x) = In(z), f(z) = ¢z y f(z) = arcsen(x).
. Demuestre que /vwzdu = uwvwz — /uwzdv — /uvzdw — /uvwdz

. Utilice la formula anterior para hallar
/xe“ cos(z) sen(z)dx
. Demuestre la siguiente versién de la férmula de integracién por partes

/f”) (2)dz = fOD(2)g(w) = F2 (@)g (@) + ) (2)g" () —---+(—1)”/f(x)g(”)dfv

donde (™ (") denotan las derivadas n-ésimas de f y g respectivamente.



7. Sean Pn un polinomio de grado n y a,b € R. Demuestre que existen polinomios @, y R,y A, B,C €
R tales que

a) /P (z) sen(ax)dx = Qn(x)sen(ax) + R, (x) cos(ax) + C

P, (x)e¥dz?Q, (x)e" + C

e’ sen(az)dz = " (Asen(ax) + B cos(bx)) + C

) [ 5
/Pn 2)dz = 2Qn () In(z) + 2R (z) + C
o [

e) /sen(a:p) cos(bx)dr = Asen(ax)sen(bx) + B cos(az) cos(bx) + C

8. Sea I = /esx cos(tz)dr y J = /esx sen(tx)dx. Demuestre que:
a) tI+sJ =e**sen(tr) + C
b) sl.tJ = e** cos(tx) +C

9. Sean f y g funciones derivables tales que cada una de ellas es proporcional a su segunda derivada,
es decir, existen constantes h, k € R tales que para todo z se cumple que f”(x) = hf(z) y ¢"(x) =
kg(zx). Aplique integracién por partes para demostrar que

[ H@t@)iz = 12 [F @) - F@)g @] b A

. Qué ocurre si h = k?

10. Demuestre las siguientes formulas de reduccién:

)/ dx _i x +2m—3/ dr 21
a (aQ:I:.rQ)m T a2 (2m72)(a2ix2)m71 o7 — 2 (a2:|:372)m_1 ,
2ﬂ:x2)m 2a°m
24 2\™ :x(a
) /(a 2%)" de om + 1 +2m—|—1 (

c) /mm( ) = zIn™( m/lnm L

a? :t$2)m_1 dr m # —1/2

d) /senm(w)dx __sen™ ISn cos(@ - /sen x)dx, m # 0
m—1
e) /cosm(x)d:c =& (na;) sen(z) + - cos™ %(x)dx, m # 0
m - 2™ (az +m)2 —mb | 2™ Waz a m
)/a: \/ax—l—bdx—a(QerS)( (ax +m) b V —|->, #0,m # —3/2

9) /sec”(x)dm = tan(z) sec" () + 2z 2 /secn_2(x)dm, n#1

n—1 n—1
m z™cos(bz) m [ .4
2™ sen(bx)dr = —— + 3/ cos(bx)dx, b#0

/a:m cos(bx)dz = :Bsebn(bzv) — % ™ Vsen(bx)dz, b#0



11.

12.

13.

14.

2" In™(x) m

Jj) [ 2" In"™(z)dx = s ——— 2" In™ Y x)dx, n# -1
k) [ esc™(z)dx = — ! cot () csc™ 2 ( )+n—2 csc" 2 (x)d #1
z)dz = ——— x )+ x)dz, n
eal'

e cos(bx)dx = 21 (bsen(bz) + acos(bx)) + C

e sen(bx)dr = P

(asen(bx) — beos(br)) + C

1
b2 2 (csenh(cz) sen(bx) — beosh(cx) cos(bx)) + C

arcsen” (z) = (xarcsen(x) +zv1-— x2> arcsen” ! (z) —n(n — 1) /a,rcsen"2(:1c)d$

sen(bx) cosh(cz)dr =

xn—H
x"arcsen(z)dr = arcsen(z) —

1 / !
n+1 n+1/) V1= 22
2™ (az + )" + nb/ 2™ (az + b)" " da

m+mn+1
2™ (ax +b)"dx = , m+n#—1

2™ (az + )"t + 'mb/ 2™ (ax +b)"dx

dr, n# —1

3
~—

3
— — e S S S

a(m+n+1)

sen”t(z)cos" 1(z) n-—1

- ey n/ sen” () cos" % (x)dx
q) /senm(x) cos"(z)dr = . m#—n

m—1 n+1 -1
_sen™ (@) cos" (x) | m /senmz(az) cos"(x)dx
m-—+n m-+n

Hallar / sen!(z)dz de dos maneras diferentes: Primero aplicando la férmula de reduccién d) del

ejercicio anterior, y después aplicando una férmula para sen?(z), luego combinar ambas soluciones
para obtener una identidad trigonométrica impresionante.

d
Expresar a / In (In(z)) dz en términos de / % Ninguna de estas dos integrales es expresable
n(x

en términos de funciones elementales.

odt
Observacion: La funcién Li(z) = / ] se conoce como Logaritmo Integral, esta funciéon es
0

Int)

ampliamente aplicada en teoria de nimeros ya que permite dar una estimacién de la cantidad de
numeros primos menores a un determinado valor dado.

— 2 7’ . —_ 2 ’ 7 . .
Expresar a / z?e” " dx en términos de / e " dz, (En qué rama de las matematicas se aplica esta
integral?

e — sen(r)
2

L. er sen(x) v
Expresar a ( ) dx en términos de [ — y dx Esta ultima integral se conoce
x— x x

como Integral de Dirichlet ;En qué rama de las matematicas se aplica esta integral?



arctan(zx) 1 x—1
15. 2 1
5 Sea/(ax +b){ Pl —|—x2_1n<x+1>}d:v

a) Determine las condiciones que deben cumplir las constantes a,b para que la integral no sea
resoluble mediante integracion por partes.

b) ;Qué ocurre si b= —a?

16. Suponga que las funciones f y ¢ estan relacionadas por

/fmmwmm:fuM@»—/mmﬁmwx

Demuestre que también es vélida la siguiente relacién

/}mw@Mx:ﬂm@mwmn—/f@wmw+CMm

donde C € R.

17. Aplicando el ejercicio 16. Calcule las siguientes integrales tomando como C' el valor indicado

a) /:L"arctan <14—_$> de, C =1/2 d) /111(2:1: —5)dz, C = —5/2
x

b) /xarctan(2x+3)da:, C=-1 e) /azln <1;x> dr, C = —1/2
x

x
c) /a:ln (1_$2> dz, C =—-1/2 f) /arcsen(ﬁ)dm, C=-1/2
;Por qué es indiferente la eleccién del valor de la constante C' al calcular / z2e*dx? {Qué diferencia

hay de esta tltima integral a las 6 propuestas en este ejercicio? ;jTienen algo en comuin las derivadas
de la funcién que se seleccione como u a la hora de aplicar la integracién por partes?

1
18. Hallar / xf"(2z)dx sabiendo que f(0) =1, f(2) =3y f'(2) = 5.
0

19. Si f(0) = g y / (f(z) + f"(z)) sen(z)dz = m Demuestre que el punto A <7r, 3:) pertenece al
0

grafico de f.

“Lo importante a recordar sobre las matemdticas es no tener miedo.”
Richard Dawkins

BTEX

"4

Contenido: Integracién por partes.
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Guia XIII
Integracion por Productos
Trigonométricos
Hallar las siguientes integrales:
1. /cos3(x)dac 14. / B 26. / tdx( )
d 3(L an(x
sen (2) cos (2)
2. [ sen’(z)da sen (z+ ) 27. /sen(5x) sen(3x)d
15. /4dx
sen(x) cos(z)
3. /SGHQ(@COSQ(@de I 28. /sen(le) sen(15z)dx
o [t
) 5 sen3(z) .
4. /sen () cos®(x)da 29. /cos <—> cos( )dx
5 3
17. /sec (4z)dx
5. /sen4(x) cos?(z)dx 30. /cos (g) sen (23x>dx
18. /tan3( >+tan < >dm
6 sen® (E) cos® (—)dw 3 4
: 9 9 31. /cos(ax + ) cos(ax — fB)dx
cos? (z) 19. /tan2(5:c)dz
. sen’ (z) dz 32. /sen(wt) sen(wt + ¢)dt
4
dx 20. /CSCZ(x)dx
8. /sen5(az) cot*(z) 33. /0084(4x) cos(2z)dx
da 21. / cot®(z)dx
9. /0056(33) 34. /sen( ) sen(2x) sen(3z)d.
6 22. [ x?sen’ (2°)d
10. /sen (x)dm /CE sen” () da 35. /sen(5x) cos(z)dx
cos3(x)
53 cos?(x)
11. /0086(3x)dx "/ sent(x) 36. /sen(:v) sen(z + a) sen(z + b)d
12. /dl’ 24. /sen cos(z)dx 37. /tang(x) sec5(1’)d1’
sen?(z) cos*(x)
send(z) cos?(x) V/sen(x) cos3(x) tan(z)

Contenido: Integracién por Productos Trigonométricos.
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1. Hallar el valor de las siguientes integrales.

1— a2+ 22
a) —_—dx
V14 x— 22

) /x\/xz +4x + 13dx

dac

241
l’\/l’4 + 2 —
v — 4x?
) 7d:1:

8:6—11

\/5—1—2:6—95
dz

23/ (1 +z)3

d;r

)/ dx
0
(234322 4+3x+ 1) Va2 + 2z —3

Guia XTIV
Integracion por sustitucion
trigonométrica

dx
2 (ot Vit a)

dx
)/x\/:z2+2:z—1
T) /\/3$2—3x+1d:v

2x — 3x
vV —21‘4—

)/wdm
Va?+4r+5
3 _

W) 3z 8x+5dx

Va? —4x -7
v) /\/x2—2x—1da§
w) /\/1—4x—x2dm

)/mcix

)/a? dx
V1—2x—x?
2) 32?2 — 5z
V3 —2x—x2
/ B —x41

aa)

\/m
ab)/xdx

VaZ+ 4z +5

) / z—1
ac
2v/222 — 2z + 1

dx
ad /
) (422 — 24z + 27)3/?

2
ae ——dx
/ / V2 — x?

Q.

ESC&LA ]ﬁE{ TEMATICA



af) /\/Z%de ag) / 3/2
2. Demuestre de dos maneras las siguientes igualdades
)/mQ\/mdm:x(az—i—Q:U) 24+a?— —ln( :U2+a2)—|—C
b) /\/aijixzd a2+x2—aln<a+\/m)
/ \/6124-73:2 \/m (

= +1In(z+ a2—|—x2)—|—0

d)/ dx B \/a2+x2
2V + 22 a?x

2 2
e) /ﬁdw-ix/(ﬂ—i—x?—gln(:ﬁ—i— a2+x2)—|—C

Va2 — 22 VaZ — 22
72611‘:— . —arcsen( )+C’
T

+C

4

q9) /xZ\/ a? — x2dr = g (22° — a®) Va2 — 22 + %arcsen (§> +C
a

a? — 2

h)/xzvcﬂ—x?:_ a’x
,/ — 2. x
/m 2+ arcsen(a)+C
4
)/xZ\/w2—a2d;U:§(2ac2—a2) $2—a2—%ln($+ xg—aQ)—i—C
N ——)
k)/fcwadx:

+C

x2 — a2 +aarccos< ) +C

xz—a2>+0

1/1:2_&2 1/‘,11‘2_(12
72dl‘ —T—l—ln (l‘"‘
X

22 — a2

m) / ° = 5 +C
22/ 2?2 — a? a‘x

2
z $2—a2+%ln(:r+ :U2—a2)—|—0

) [y
T =
V2 — a2 2
-1 2 —
ﬁ)/\/2a:c—x2dx:x2 2ax—x2+6;arccos<a x)—FC’
a

2 2 _ -3 2 3 -
0) /$\/2ax—x2dx—w 2ax—ac2+a2arccos<a x>+0
a
V2ax — z?
) | ———dx =
x

2ax — x2 4 a arc cos <H> +C
a

) /dx = arc cos (a—x) +C
K V2ax — 22 a

Contenido: Integracién por sustituciéon trigonométrica.
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Guia XV
Integracion por fracciones simples

1. Hallar las siguientes integrales

)/ dx
/a: +x7 I (22 + 42 + 5)
27 + 3 B +ar—1
/z i 0/
=+ 3x — 10 332_2)
28 — 22% + 323 9m2+4dx /
x5 — 53 + 4w xx2+4 (224 1)
—1
/ - dz / 10 5
x ( 5) 5 —bxr+1) (x +2:U +2)?
/ 3 [B dx / 2
(x34+1) x3+8) (z —|—4x+5
/(w—i—l )z +2)(z+3) / - 1)°
22 -5z 49 / dx
0 [ g @D 231“)91
/ 2? — 37 / x1+ xg_ —p
2oz (z=D@+3)—4)
/8 /6963—7952 3z
T
dx
/ 2?4+ 10 - /x4+7x2+10
x4 4+ 1622 + 100
/CL‘ + 22t + 4z + 4 aa)/
x4+2x3+2x2 32z
b
/ a)/(Qx—l)(4:c2—1693+15)
x3
ac)/x4 3x2 +2
/m4+5m2+4 ad) /x — 22" +53963+—49x 4,
— bx x
/ 5 dx x
/ 2x+4
T x° —i—x —
(x4 1) x2—|—1) af)/
/ 2?41 du 222 —5
2(z+ 1)(z +2)(z — 3) W) | o™
2?2 -3z 42
a
/JJ4+6J52+8 )/ :c2+2x+1)



2
. x _
ai) /$3+5$2+8l’+4dx bd) /334+6:172+8dx

2% — 622 4 11z — 5 / z
‘ be) dx
a])/ (x_2)4 dx .1'3—1
2 x> +a:—1
ak)/ Z sdx f)/
(x+2)%(x+4)
) /1 1 4d bg)/ 533—12
z? —2:U—|—3 bh) /
2 3
am)/ x—1) 4x2+3x)dx (@ ;9)
T
bi —_—
a)/(x+2> )/(1+x2>4
z—1 d
bj)/ -
o) / 41 4+x2)(1+x3)
—.7}2 b)/ .%'—l—l d
x
0,0)/ 4 de 132+211+2
zd—x 2
bl)/ sdx
ap)/ @ =25 —5) dx
aq)/ — T 2_1)dw
758 — )/ZU6+1
ar) T4 — 5x3+6x2d bw)/
n e —
3 +1 ﬂs\/xQ—l—x—f—l
as) /3da:

2
bo) /v%ﬂfdx

dx
at)/ (22 + 1) b)/1+x

2+ 2

dzx

au)/ 222 —3x—3 d
x—1) (22 —2x+5) bq) /\/tan(x)da:
av) /1—554 br) /\/tanh(x)dx
dx 4;10 2z
+ 4e -|—1
aw)/ T 22+ 1) bs)/ @ 1) ————dx
az) /53 +22° +4$+4dx 2+ 2t +ad a2t -2
xt + 223 + 222 bt) :1;3+x2—:c—1
23—t + 5z +1
y)/1+x4 bu)/ 2 3742 dx
20+ 7z — 1
az
)/1—503 bv)/x3+a:2—a:—1dx
z+1 + 722 -5z +5
ba)/ dz b /x d
-2 +r—1 w) x—1)2(x+1)3 v
3z T
bb . 3743
)/xz—i—l (x2x) )/ (327 + 37 + 1)°

RIS +:U—|—3
) [ ) [ Veorlwds



— dr
bz) / coth(x)dz ce) / (22 4 2z + 2) (22 + 22+ 5)
ca) / \/x —|— + 2

T \/ 2
Vo +1 cf) LS dz:
Cb)/arctanl—e)dx x_i
(2 + tan?(z)) sec?(z)
d
O ”/ Tty
1+:pex

cd) /de ch) /COS S‘EDHOSQ( yda

2. Deduzca una férmula de reduccién para la integral

dx
b —4
/(axz—l-b:c—i-c)n’a#o’ ac <0

dzx

(22 + 5z —1)*
Sugerencia: Aplique la identidad 4a (az? + bz + ¢) = (2az + b)? + (4ac — b?)

y aplique dicha féormula para calcular /

3. Todo polinomio de la forma

2n—1

P(z) = an@® + an_12”" "+ ..+ a12” + apz™ ¥ ..+ an_1z + an

. . . . 1
es llamado simétrico, y se puede factorizar haciendo el cambio de variable u = x + —, use este
x

cambio de variable para hallar el valor de las siguientes integrales

a)/ dx ) *+ar+1
22+ 223 + 322 + 22+ 1 AV R S BRI

4 2 2
— 1 -2 1
4. Hallar / Tt 350 n §+ y / a 2 it) dx de dos maneras distintas, compare sus resulados ;A
2+ x z(x
qué conclusion puede llegar?

“Profundiza lo suficiente en cualquier cosa y encontrards las matemdticas”
Dean Schlicter

BTEX

"4

Contenido: Integracién por fracciones simples.
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Guia XVI
Integracion por la Sustitucion
Universal de Weierstrass

1. Hallar las siguientes integrales

/ 2 — cos(z / sec(x je;tan( ) — 1d$ v) V2 + S:j(ll(fl cos(x)
/ 2 —sen(x / 8 — 4sen(x) + 7 cos(x) w) / 3835(:1)(?;55(8;?) 5
/ i 5 cos(@ /Sec z) / 5 cos? (i:)++czsc((j;)($) - 2da;
/ 3cos(z) + 4sen( ) / (1305 ) + cot(z) y) / T seczi;))sen( )dx
/ 3+ 2cos(z) + 2sen(z) / 1 J_FZEE J—rzzzgdm 1-— sen2(g;)

sen(x) — cos(z) ) /1+cosz(x)
/ tan(x) — sen(z) / sen(x + 2 cos(z) dr
/1JcrOS /3+5tan . /256n2( )+ 3 cos*(a)
/ 1+ sen(z —|— cos(z) / ;sce(: jsj:((w)))z ) / 111?;52) d

dx

/ cos(x) + 2sen( )+3 ) / sen(x?ef(gc):os(x)dx ) / (22 — 3) Vdz — 22
/ 1 je;@ t / (sief(%)j 22 ccfss&)fd:” Sl ;x_ )
/ ) + cos(z) 2 /ZEEEJ:%J:;ZZEE:E;JS T ) /1+\/xji27x+2

\ “Algun matemdtico dijo que el verdadero placer no reside en el descubrimiento de la
verdad, sino en su biusqueda”

\ 7
Tolst
e

ETEX

Contenido: Integracién por la sustitucién universal de Weierstrass.
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Guia XVII
Area entre curvas

1. Hallar el 4rea de la regién limitada por las graficas de las funciones f(z) = 2% y la recta y = = + 2.

2. Hallar el drea de la regién limitada por las graficas de las funciones f(z) = 2242, g(z) = =, z = —1,
T =2

3. Hallar el drea de la regién limitada por las graficas de las funciones x = sen(ny), y = (z+1)%, y = 0,
y = 1.

4. Hallar el drea de la regién limitada por las graficas de las funciones y = 22 y y + 2% = 2.

5. Hallar el drea de la region limitada por las graficas de las funciones y = e*, y = In(z) y y = —x+e+1.

6. Hallar el drea de la regién limitada por las gréificas de las funciones y = 42 — 22 y y = 0.

7. Hallar el area de la regién limitada por las graficas de las funciones f(z) = 1—x, las rectas verticales
r=2yx=0>5yeleje x.

8. Hallar el drea de la regién encerrada por f(x) = sec(x), el eje = y las rectas x = :I:g.

9. Hallar el drea de la regién limitada por las gracias de las funciones y = sen(z), y = sen(2z), x = 0,
x=m.

10. Hallar el 4rea de la regién limitada por la grafica de y = 2z + 3 en el intervalo [—3, —2].

11. Hallar el 4rea de la regién limitada por las graficas de las funciones y = 2z2e® y y = —a3e®.

12. Hallar el 4rea de la regién limitada por las graficas de las funciones 922 + 16y% = 144, x > 2.

13. Hallar el drea de la regién limitada por las graficas de las funciones f(x) = 1—22 -2z, f(x) = 22 +2,
el eje de las ordenadas y la recta x = 3.
2

14. Hallar el area de la regién limitada por las graficas de las funciones y = tan(z) y y = 3 cos(x).

£>, y = cos(x), x = 0,

15. Hallar el area de la regién limitada por las graficas de las funciones y = sen <2

T =T.
16. Hallar el drea de la regién encerrada por la curva /y + v/x = \/a y los ejes coordenados.

17. Hallar el drea de la regién limitada por las grificas de las funciones y = 2% y y = = + sen(7x).

18. Hallar el drea de la regién encerrada por el grifico de f(z) = tan (g), el eje x y las rectas x = 0,
T
= —.

2

19. Hallar el 4rea de la regién limitada por las gréficas de las funciones y = 22 — 3z, y = 2% — 322



20.
21.
22.

23.
24.

25.
26.
27.

28.
29.

30.

31.

32.
33.
34.
35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

Hallar el drea de la regién limitada por las graficas de las funciones y = /x + 1y y = VT,

Hallar el 4rea de la regién limitada por las gréaficas de las funciones a?y? = 2 (a2 — x2).

Hallar el 4rea de la regién limitada por las gréaficas de las funciones y = z2e™®

xr = 2.

, el eje x y la recta

Hallar el 4rea de la regién limitada por las gréficas de las funciones z = 3% — vy, . =y — 3.

Hallar el area de la regién limitada por las gréaficas de las funciones y = = ln2(:1;), el eje = y la recta
T =e.

Hallar el area de la region limitada por las graficas de las funciones y = 23, y =8 y y = 0.
Hallar el drea de la regién limitada por las gréficas de las funciones f(y) = y? g(y) =0,y = —1,y = 3.

Hallar el drea de la region limitada por las graficas de las funciones y = 22 +8, y = (v —4)%, y = 22
yx=0.
Hallar el 4rea de la region limitada por las graficas de las funciones z = 32,2 = y?> + 2,y = 0,y = 1.

2

Hallar el area de la regién limitada por las graficas de las funciones 3y = 3z — z°, x = 2y.

1
Hallar el area de la regién encerrada por las rectas z = 3 &= 2 y los gréficos de las funciones

1
fl) =2y g(z) = —.
x
( S e , . 1 z?
Hallar el drea de la regién limitada por las graficas de las funciones f(z) = — 1 y g(x) = ER
T

Hallar el drea de la regién encerrada en una semionda de f(x) = sen(z) y el eje .
Hallar el drea de la regién limitada por las gréaficas de las funciones f(z) = 23 — 322 + 22 y y = 0.
Hallar el drea de la region limitada por las gréficas de las funciones f(z) = ze® y g(z) = ex.

Hallar el drea de la region liimtada por las gréficas de las funciones f(z) = 4 — 22,
Hallar el drea de la regién limitada por las graficas de las funciones y = In(z), y =

Hallar el drea de la regién limitada por las graficas de las funciones y = (z + 1)2 ,x =sen(mx),y =0
yy=L
Hallar el drea de la regién limitada por las graficas de las funciones y = 22+ 2z, 3y = 10.x y = = 2.

Demuestre que el area de una circunferencia de radipo r es A = 7r2.

2 2

Demuestre que el area de una elipse ) + Z—Q =1es A= mab.

Hallag el 4drea de la regién encerrada por la pardbola 2> = 4ay y la Bruja de Agnesi y =
:UQifLélaz’ a > 0.

Hallar el drea de la regién formada por la interseccién de las circunferencias z2+y? = 4 y 22 +y? = 4x.

Hallar el 4rea de la regién encerrada por la circunferencia z? + 32 = 16 y la hipérbola 22 — 3% = 8.



44. El 4rea limitada por la curva y = 22 y por la recta y = 4 estd dividida en dos porciones iguales por
una recta y = c¢. Determinar el valor de c.

“Las ciencias matemdticas exhiben particularmente orden, simetria y limites; y esas

4 y son las mds grandes formas de belleza”
b ‘ Aristoteles
v BTEX

Contenido: Area entre curvas.
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Guia XVIII
Volumen de un
solido de revolucion

1. Aplicando el método de las envolventes cilindricas calcule el volumen del s6lido de revolucién que
se obtiene al girar en torno al eje x cada una de las siguientes regiones. Dibuje cada una de las

regiones.

a) Yy —6y+z=0,2=0 d) t=y,x=0,y =16

b) z=y*2=0,y=2,y=5 e) y=ax2y=9
c)y=z,r=0zr+y=2 f)y=vVr,y=0,r+y=2

2. Aplicando el método de las envolventes cilindricas calcule el volumen del sélido de revolucién que
se obtiene al girar en torno al eje indicado cada una de las siguientes regiones. Dibuje cada una de
las regiones.

a) R={(z,y) e R* -2 <z < -1, 0 <y <2?} Eje de revolucién: z = 4.
b) R={(z,y) e R} —2<z< -1, 0<y < a?} Eje de revolucién: z = 0.
¢) R={(z,y) e R¥1 <z <2, 0<y<a?} Eje de revolucién: z = 1.

d) R={(z,y) e R¥1 <z <4, 0<y <z} Eje de revolucién: = = 0.

e) R={(z,y) e R*|0< 2 <5, 0<y<+x—1} Eje de revolucién: y = 3.
) R={(z,y) € R*4z — 2 <y < 8z — 22} Eje de revolucién: z = —2

3. Aplicando el método de las envolventes cilindricas calcule el volumen del sélido de revolucién que
se obtiene al girar en torno al eje y cada una de las siguientes regiones. Dibuje cada una de las

regiones.

a) y=Vi+a2y=02=02=4 f)y=—-a?+42-3,y=0

b) y? =z, =2y 9) y=sen (2?),y=0,2 =0,z = /7
c)y—a: —22y=0 h) zy=1,y=0,z =1,z =10

d) y=22y=0,r=1,2=2 i)y=x—-2,y=+vVr -2
e)y:—x —62+10,y = —224+62 -6, =0 j)y=2>y=42>0

4. Dibuje cada una de las siguientes regiones y encuentre el volumen del sélido de revolucién generado
al girar dichas regiones alrededor del eje y.

a) z=9y*3 y=8 =0 ¢) x=49—9y% =0 e) z=9y% =0, y=2
b) zy=2,y=6,y=1,2=0 d):z::y3/2,y:4,x:0 fle=yy, y=4 =0



o.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Dibuje cada una de las siguientes regiones y encuentre el volumen del sélido de revolucién generado
al girar dichas regiones alrededor del eje x.

a) zy=l,x=1,z=4,y=0 d) dy=2*2x=4,y=0
b) y=a3,2=2,y=0 e) Y =a3y=0,x=1,0r=3
) y=22y=0r=12=38 HNy=vd—22y=0z=—-1,2=2

Dibuje cada una de las siguientes regiones y encuentre el volumen del sélido de revolucién generado
al girar dichas regiones alrededor del eje de revolucién indicado.

a) x+y=2,2=0,y =0,y =1, Eje de revolucién: y = 0.

S

= y?,x = 1, Eje de revolucién = = 1.

23z =0,y = 1, Eje de revolucién y = 2.

SN Y
—_ — — O O

® 8 B <€ 8 8
I

—y? + 2y, x = 0, Eje de revolucién x = 2.

9]
_|_

y =3,y =2zx,x =0, Eje de revolucién = = 0.
=+vz — 1,2 =5,y =0, Eje de revolucién = = 5.

S~

Hallar el volumen del sdlido de revolucién generado al rotar alrededor del eje x la regién acotada
por la recta © = —2y y la parébola y?> — 2z = 0.

Encuentre el volumen del sélido generado por la rotacién alrededor del eje y de la regién limitada
por la recta y = 4z y la parabola y = 422

Hallar el volumen del sélido generado por la rotacién alrededor del eje x de la regién limitada por
2
la mitad superior de la elipse — + 32—2 =1y el eje x, luego halle el volumen del elipsoide generado.
a
Aqui a,b € RT con a > b.

Hallar el volumen del sélido que se genera al girar la regién limitada por las curvas y = vr2 — 22,
y = |z| — r, alrededor de z = r.

Encuentre el volumen del sélido generado por la rotacién alrededor del eje x de la regién del primer
cuadrante limitada por la recta & = r — h, la circunferencia z? +y? = r2, con 0 < h < r y determine
después el volumen de un segmento esférico de altura h, si el radio de la esfera es r.

Encuentre el volumen del sélido generado por la rotacién alrededor del eje x de la region limitada
por la recta y = 4z y la parabola y = 422

Calcule el volumen del sélido de revolucién generado por la rotacion alrededor de la recta y = 2 de
la regién limitada por las pardbolas 322 — 16y +48 = 0 y 22 — 16y + 80 y el eje ¥.

Hallar el volumen del sélido que se genera al girar la regién limitada por las curvas y = 22,y = x
alrededor de =z = 2.

Hallar el volumen del sélido que se genera al girar la regién limitada por las curvas y = |z|, y = 22 —8
v las rectas verticales x = —2 y x = 2 alrededor de la recta y = 3.

Calcular el volumen del sélido de revolucién que se obtiene al girar f(x) = |z|y g(z) = 2% —4 y las
rectas verticales x = —2 y z = 2 alrededor de la recta y = 3.

Halle el volumen del sélido que se genera al girar la regién limitada por las curvas y = 3 — v/ 1 — 22,
y = |z|, x = £1 en torno a la recta y = 3.



18. Por medio de una integral, que no debe evaluar, exprese el volumen del sélido que se genera al hacer
girar la region acotada, por las curvas dadas en torno al eje de revolucién indicado.

a) x =cos(y),z =0,y =0,y = %, Eje de revolucién y = 0.

1
b) v 1+x2’y:0733:0,$:3,Ejederevoluciénxzo.
4 T . .,
¢) y=x,y=sen (7) ,x =5, Eje de revolucién z = —1.

Yy
y=sen(z),y =0,z = 27,z = 3w, Eje de revolucién x = 0.
z=4—y?% x =8—2y?, Eje de revolucién y = 5.

Yy

= —224+7x — 10,y = z — 2, Eje de revolucién y = 0.

19. Las siguientes integrales representan volimenes de sélidos de revoluciéon. Describa a los sélidos
correspondientes

T/ 2 i
a) / i 27 cos(x)dx c) / 21y (4 — y?) dy e) /0 msen? (x)dx
0 0
b) /07r 2 (4 — x) sen’(z)dx d) /09 omy® 2 dy 1) /01 2 ($3 - ac?) dz

20. Considérese R la regién limitada por las curvas 2%y = 1,2 = 1,2 = 3 y y = 0. Formule, pero no
calcule, integrales para cada uno de los siguientes casos

a) El volumen de sélido de revolucién que se obtiene al girar R alrededor del eje de revolucién
r =4.

b) El volumen de sélido de revolucién que se obtiene al girar R alrededor del eje de revolucién
y=—1.

¢) El volumen de sélido de revolucién que se obtiene al girar R alrededor del eje de revolucién
z =0.

d) El 4rea de R.
21. Considérese R la regién limitada por las curvas y = 2° y y = 2 — 2. Hallar

a) El volumen de sélido de revolucién que se obtiene al girar R alrededor del eje de revolucién

xz=0.
b) El volumen de sélido de revolucién que se obtiene al girar R alrededor del eje de revolucién
y=0.

c¢) El drea de R.
22. Considérese R la region limitada por las curvas y = 2% + 1,y = 0 en el intervalo [0, 2]. Hallar

a) El volumen de sélido de revolucién que se obtiene al girar R alrededor del eje de revolucién
r=4.

b) El volumen de sélido de revolucién que se obtiene al girar R alrededor del eje de revolucién
y=—1.

¢) El volumen de sélido de revolucién que se obtiene al girar R alrededor del eje de revolucién
z=0.

d) El area de R.



23.

24.

25.

26.

Calcule los voliimenes de los sélidos que se obtienen al girar la regién limitada pro las curvas y = x
y y = 22 alrededor de los siguientes ejes de revolucién

a) y=2 b) =0 c) y=0

Encuentre el volumen del sélido generado por la rotacién de la regién en el primer cuadrante acotada
por la curva % = 3, la recta y = 8 y el eje y alrededor de los siguientes ejes

a) y=38 b) v =14

Encuentre el volumen del sélido generado por la rotacién de la regién en el primer cuadrante acotada
por la curva y? = 22, la recta x = 4 y el eje x alrededor de los siguientes ejes

a) y=38 b) v =4

La regién limitada por las curvas dadas se hace girar alrededor del eje de revoluciéon indicado.
Encuentre, aplicando cualquiero método, el volumen del sélido de revolucién resultante

a) y=2%+2— 2,y =0, Eje de revolucién y = 0.

b) y=avV1+ a3 y=,2=0,2 =2, Eje de revolucién z = 0.
c) y=2%—3z+2,y =0, Eje de revolucién = = 0.
)

d) r=1—y? x =0, Eje de revolucién x = 0.

“Las ciencias matemdticas exhiben particularmente orden, simetria y limites; y esas
son las mas grandes formas de belleza”
Aristételes

ETEX

Contenido: Volumen de un sélido de revolucion.
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Guia XIX
Integrales impropias

1. Estudiar la convergencia de las siguientes integrales impropias de primera especie

*° x < 1 ° dx
v 4 d e
) /1 (22 + a2)® v n) /0 Bl aa)/o 2 + 3z +2
0 ,—\/T ~ /OO T & x
€ n) S a5 ab) / dx
D [ A o @rop

¢) / -5 do o 2+ 2242 ac) /_ooex_e dz

[e’e} - o8} T

d) / dx p) 0 /—1 " ad) / \/>1d.'13
1 z(z+1) 1 T+
oo 1

6) /2 T T— 1 T) /oo dx 2w 2
) /OO sech(z)dx 2 @+ da af) /OO e~ 17l dy

—00 S) /oo diL’
0 e % 0 a*+4b%a? ©  dx
9) / dx ag) /
0

N 0 /°° dx (z+1)2
e X e l'h’l(l') ln(x) %S
h) /0 mdm 2 /oo da ah) ; csch(x)dx
. / x arctan(x) i 40 z/x ) oo 20 p
V379 ai ———dx
0 (14a22)%? v) / ze " dx 0 (1+a3)%?
o0 .1'2 —00 o0 dﬁlf
. d o0 _:L‘ .
2 /0 (L+a2)2 w) / we™™ do %) /_m1+4x2
—00
* In(x) 00 d /OO x
k d x k d
) S ) | e Y TAETH
e B i S
—oo ( ) 1 xzVa?+ z? TV 2x
o o g2 arctan(z
m) /0 x cos(z)dx 2) _ mdm am) / 1+$2

2. Estudiar la convergencia de las siguientes integrales impropias de segunda especie

3 x? . . O dx . ™2 sen(2z)
) /1 TENCEDE ) /2 ]\3/1+x]d ¢) /0 sent/3(z)

9 dx 1 $3 2 T
b) /1 Vr—9 9) /0 1—ac2dx /) /1 Va2 —1



w/2
T) / sec(x)dz
w/4

dx
N veer =
4
N
l.fL'
0 | i

2 2
v)/ T dx
0 r—1

@ g2 — a2

ac) ——dx

a2 — 22

ad)/ 2/3
ae) /1 \/%dx

! x
) /_2 <x+2c)l(1—x>

2a T
a —_—.a >
9) /0 V2ax — 22’

0

0 arccos?(z) a ! _ dz
m) /4“ dz R v Y /0 2-2)VI-z
25{ T2 — 4q2 x) w/2 de ai) /2 6117/1‘5
n) / xIn(z)dx 0 sen(x) 1/2 x1In*/°(x)
: y) o aj)/ \/ﬁ
o vV

>/1 ! d
z x
0 17x2+2\/17x2

aa) / \S/Q;T

ab) /0 ﬁdaz

dr

32 d
k) /o V(x —32)2

\/§ x
al) / ——dz
V5 (16 — 222)%/
X

2a
am
) /a Va2 + axr — 2ax2
2T

dzx

. Sia>0yb?—4ac < 0 demuestre que /

- Vdac — b?

d
oo GTZ +bx + v

o0
. Determinar los valores de « para los que la integral / 3 dx y para estos valores
0 z+1 2x + o

determine el valor de la integral.

o0
. Determinar los valores de a para los que la integral / dx y para estos valores
0 2302 +4a x+1

determine el valor de la integral.

determine el valor de la integral.

o0
. Determinar los valores de a para los que la integral / 5 dx y para estos valores

o0
. Determinar los valores de a para los que la integral / 5 dx y para estos valores
0 e+ 1 2x +1

determine el valor de la integral.

[e.e]
x
. Demuestre que / IT() converge si « > 1y diverge si @ < 1 jA cudl valor converge la integral?
. xIn%(z

., Qué ocurre si o = 17

oo
. Demuestre que / 2"e Fdx = n!
0



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
22.

2x B 4x
T4 VY7 "1

Hallar el area de la regién encerrada por las graficas de las funciones y =

2]

a) Demuestre que la recta y = 1 es una asintota horizontal de la gréfica de y = Tr
e+

2]

vz +4

a pa—
Hallar el valor de la siguiente integral / 1/ 27 % 4z con a > 0.
0 T

4
Hallar el drea de la regién encerrada por la grafica de la funcién f(z) = ———— y el eje x y que

(z = 3)

b) Hallar el area de la regién encerada por la gréfica y = y la asintota hallada en a)

estd a la izquierda de la recta x = 2.

Hallar el area de la regién que esta a la derecha de la recta x = 1 y entre las curvas xy — ¢ = 1,
Py+2y—a?—x=2

Hallar el drea de la regién encerrada por la curva 2y> = 3a — 2,a > 0 y el eje y

Hallar el drea de la regién encerrada por la gréfica de la funcién f(z) = , el eje z y que se

22+
encuentra a la derecha de la recta x = 1.
a) Demuestre que el eje x es una asintota horizontal de la funcién ¢(z) = ze /4,

b) Hallar el area de la regién encerrada por ¢ y su asintota horizontal.

2 2
Hallar el drea de la regién encerrada por las graficas de las funciones f(x) = —y g(x) = —1,27_3;:1

Hallar el drea de la regién encerrada por la grafica de la funcién f(z) = ————
22 — 21 + 2

Hallar el drea de la regién del primer cuadrante encerrada pro la grafica de y = (x2 + 396) e Tyel
eje x.

Hallar el drea de la regién encerrada por la gréfica de f(x) = e 1#= 1 y el eje x.

Definicién: Sea f(z) una funcidén real en la variable real x, donde z > 0. La Transformada de
Laplace de la funcién f(z) es la funcién £ (f(z)) dada por la siguiente integral impropia, en caso
de que ésta converga

o0
Ll = [ fayeda
0
Hallar la transformada de Laplace de las siguientes funciones
x
x

1
b) flz) == d) f(z) =

“El estudio de las matemdticas, como el Nilo, comienza con minuciosidad pero
) termina con magnificiencia

”

b‘ Charles Caleb Colton
| 4

ETEX

Contenido: Integrales impropias.
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Guia XX
Longitud de arco

1. Hallar la longitud de las siguientes curvas en el intervalo indicado

a) f(z) =cos(z)si0<z<1 i) flx)=2s1-3<z<6
b) flz)=2>+4si0<2<3 §) fla)=a*2+4si0<z<1
<z<
c) flx)=€e"si0<zx<1 k;)f(x):4x2/3si0§x§8
zt+48
d) flz)=——si2<sw<4 ) fz) =2V +1si0<z<3
1 2
e) (x):ln(l—x)donde§<x<§ ) f(z /\/7dt811<l'<2
a+Vva? — x? s .
f) f(az)zaln(x)— ar— = s ) f(z / /16 cos?(t) sen2(t) — 1dt si
a<zx<bcona>0yb>0. T T
S<r< =
g) r=4—9*Psil1<z<8 6 3
h) fz)=2z+1si0<xz<3 ) 5 =y?? + 5y 12 sid<y<9

2. Demuestre que la longitud de una circunferencia de radio r es L = 2nr

3. Sean A(xo,y0) y B(z1,y1) dos puntos en R? demuestre que la distancia d(A, B) est4 dada por

d(A,B) = \/(zo — x1)% + (yo — y1)?

4. Formule una integral que permita calcular la longitud de una elipse, no trate de hallar dicha integral,
yva que la funcién a integrar no posee primitiva elemental.

5. Calcule el perimetro de las siguientes regiones, las cuales se encuentran limitadas por las curvas que

se indican
a) f(z)=lz|y g(z) =2 -2
b) f(z) =2y g(x) =22

=Vr2—22yg(z) =22 —r%2conr >0

“Las matemdaticas tienen belleza y romance. El mundo de las matemadticas no es un

S~ lugar aburrido en el que estar. Es un lugar extraordinario; merece la pena pasar el
& ‘ tiempo alli”
Marcus du Sautoy

ETEX

Contenido: Longitud de arco.
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Guia XXI
Introduccion a las ecuaciones diferenciales

2
1. En todo punto de una curva se cumple que d—g =1 — 22, ademaés la ecuacién de la recta tangente
x

en el punto A(1,1) es y = 2 — z, determinar la ecuacién de dicha curva.

2. Es conocido que la pendiente de la recta tangente a una curva en todo punto es m(z) = 2x — 3
sabiendo que la curva pasa por el punto A(3,2). Determinar su ecuacion.

3. La ecuacién recta tangente a una curva en el punto A(1,3) es y = x+ 2, sabiendo que en todo punto
se cumple que y” = 6x. Determinar la ecuacién de dicha curva.

4. De una funcién se sabe que f(—1) =3y f(0) =2 y ademds que f”(x) = 2 — 4z. Hallar la ecuacién
de f.

5. Una funcién f es tal que f”'(z) = 2 y el punto A(1,3) es un punto de inflexién, por A pasa una
recta cuya pendiente es —2. Con esta informacién determine la ecuacién de f.

6. Demuestre que las funciones y1(z) = 1y y2(x) = /z son soluciones de la ecuacién diferencial
yy" + (y')? = 0 donde = > 0.

7. Demuestre que la funcién f(z) = €%* es solucién de la ecuacién diferencial 3’ — 2y = 0 y que todo
multiplico de f también es solucién de dicha ecuacion.

1
8. Demuestre que la funcién f(x) = — es una solucién de la ecuacién diferencial y' +y? = 0, para todo

X
x > 0 pero que todo multiplo de f no es solucién de la ecuacién.

9. Considérese la ecuacién diferencial 2%y” — 2y = 0 para todo z > 0. Demuestre que y;(z) = 22 y

1
y2(x) = — son soluciones de la ecuacion, {y(z) = c1y1(z) + coy2(z) también es solucién de dicha
x

ecuacién para cualquier ci, co € R?

10. Sea y = yi(x) una solucién de la ecuacién ' + p(z)y = 0 y y = y2(x) una solucién de la ecuacién
v +p(x)y = q(x) Demuestre que y(x) = y1(z) + y2(x) es también una solucién de y' + p(z)y = q(x).

11. Hallar los valores de « para los que las siguientes ecuaciones diferenciales tengan como solucién a
y(x) = z* para todo z > 0

a) %y +4xy +2y =0 b) 22y —dxy +4y =0

12. Hallar los valores de 8 para los que las siguientes ecuaciones diferenciales tengan como solucion a
y(z) = e’

a) y +2y=0 b) y" —y=0 c) y"=3y"+2/ =0 d) y'+y —6y=0

Contenido: Introduccién a las ecuaciones diferenciales.
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Guia XXII
Ecuaciones diferenciales separables

1. Hallar la solucion general de las siguientes ecuaciones diferenciales

dy
dzx

a ny = sen(x) (Cos(2y) - COSQ(y)) v) 1+y* =zy
a: , w) sec(x)dy = x cot(y)dx
b) (1+e*)yy =e¥ ,
¢) e¥(1+22)y = 2z(1+ e¥) z) Yy +2@x—-y)=0
d) o = a®ty y) (2 — 2y + 5)dx — (4o — 4y + 9)dy =
)

Y

(€Y +1)%e Ydx + (e® + 1)%e *dy = 0 =(z+y+1)?
a

X

)
)
)
)
e)
)
)
)

f) @ +y* 4+ 2zy'Var —a22 =0 aa) 2y = 2z +y)?
9) e/ T+ +yy'Vi+a? =0 )
h) (xy? —y?® 4+ 2 — 1)dz + (2%y — 22y + 22 + ) gy Ty
2y — 2z +2)dy =0 ac) y =ax+by+c
2,2 2,0 _
i) sec(y)g—y—ksen(az—y):sen(x+y) ad) (z%y* + 1)y + (zy — 1)y’ =0
X 34,3 2,/
3 =0
§) sen(3z)dz + 2y cos®(3z)dy = 0 ae) fly—i_yl—i—_xxgs
k) (4y + yx?)dy — 2z + zy?)dz =0 af) %:ﬁ
dzx y+1 2 a)x2+ 2 4 opuy =0
1) yln(z )d = g y Yy
y v ah) (229 +y+ o —2)dr + (23y* + 2)dy =0
m) ey = e 4 e ai) (z+y)%y = a®
n) e (1+y) 1 aj) 2dx + (2z + 3y)dy =0
L dy  xy+2y—x—2 dy
- = ak) == = \/x +
") dr  zy—3y+ax—3 / dx Y
0) (1+ 2%+ 1y +2%y?)dy = y*dz al)jﬁ_1+yx+5
p) xln(y)In(x)dy + dzr =0 d
q) y—xy =a(l+z%) am) d——sen(:n—y)
)y =ltedyt by an) (z+y)de + (@ +y — 2)dy =0
— :O
) "+ a2yl +x2 v’ an) @—taHZ(a:+y)
t) g@: 1+y dz
x dx 1+ 22 a0) ﬁ:2+\/w
e Ty +3z—y—3 dx
" y_xy—2x+4y—8 ap) (z%y* +1)dx + 22%dy = 0

' &
Escuela de Matematica | - \A\]ﬁ
Matemaéticas IT (8208) - Seccién U3 ESC§LA EJM’ATEMATICA
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Contenido: Ecuaciones diferenciales separables.
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GUIA XXIII
Ecuacién Diferencial de ler
orden

1. Hallar la solucién general de las siguientes ecuaciones diferenciales de primer orden

a) Ty —i—%—sen(m) r) Y =2y+a*+5

) o —y=4 s) 2y —y = x?sen(z)

¢) Y —2zy =e” t) xy' +2y=3

d) a:y—l—?y—?)a: u) vy +4y =23 —x

e) ¥ = (1—y)cos(x) v) 1+2)y — oy =+

) ¥ + ycot(z) = cos(x) w) 2y +x(r+2)y = ¢

9) y — 2y = 32 z) 2y + (1+z)y = e *sen(2z)
h) xy + 5y = Tz? y) ydr —4(x +y°)dy =0

i)y = 2wy + 32%e ) ydx = (ye¥ — 2x)dy

§) ¥ + 3y = 2we3* aa) cos(z)y’ + sen(z)y = 1

k) 2zy +y = 20/ ab) cos?(z)sen(x)y’ + cos®(x)y = 1
) y = 20y ac) (x+ 1)y + (xz +2)y = 2ze™™
m) y — 3y =ua ad) (v +2)%y =5 — 8y — dxy
n) y +y=e" ae) % + rsec(f) = cos(6)

i) 3y + 12y = 4 o

0)  + 3y = 22 af)d—+2tP P+4t—2

p) y‘*Qxy"x ag) zy' + Bz + 1)y = e
q) %y +ay =1 ah) (2% —1)y' +2y = (v +1)*

2. Hallar la solucién de los siguientes problemas de valor inicial

a) zy' +y=e", y(1) =2 e) y + cot(x)y = 2cse(x), y(g) =-2
b) ya' —x=2y% y(1) =5
LY Ri=E, i(0) =i D+ y= o y(0) =1
C) @ 1= 71()—7/0 Yy xy_2$7y _2
dr
d) — = kT =Tn), T(0) =Ty 9) & +In(t)x =t~ x(1) =2

3. Demuestre que el problema de valor inicial xdy — ydx = y?dy, y(0) = 0 tiene infinitas soluciones.
Determine la expresion explicita de cada una de ellas.



4. Hallar la solucién del siguiente problema de valor inicial

y' +pla)y = g(x), y(3) =e?
donde
|l —2| si <3 x—2 st <2
p(z) = q(z) =
1 si >3 0 siz>2

5. Consideremos la ecuacién diferencial de primer orden y' + p(x)y = g(z)

a) Sean o (x) y ap(z) primitivas de p(z). Entonces e (®) y ¢22(*) son factores integrantes. De-
muestre que ambos factores integrantes conducen a la misma soluciéon general.

b) Si pu(x) es un factor integrante. Demuestre que p(z) = es solucién de y' + p(z)y = 0.

1
()
6. Hallar el valor de o para que el problema de valor inicial xy’ + 222y = e“'”Q, y(1) = « tenga por

solucién a y(z) = e (In(z) + 1)

“La matemadtica es la puerta y la llave de las ciencias”
Roger Bacon

~—y
et BIEX

Contenido: Ecuacién diferencial de primer orden.
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GUIA XXIV
Ecuaciones diferenciales
homogéneas

1. Indique cudles de las siguientes funciones son homogéneas y en caso de serlas indique cudl es su

grado.
P 2 — 42 1
®) f(,,7) = 2 (n(y) ~ In(a)) o) o) =
) 1 h) fz,y) =2 +y* -y
) f@) == i) fla) =2
__y-z
0 s = 2 10 P (2)
Yy
d) flz,y)=z+y
Nen k) flz,y) =2y —y>+5
e) flz,y) = L D) f(z,y) =23+ 22y® + 2¢°
2?2 —xz+yz 2
N fane) = S ) ) =tan ()
2. Hallar la solucién general de cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales.
a) 2zy (22 +y?) =y (y* + 22?) m) 4z — 3y + (2y — 3x)y’ =0
b) 2x%ydxr = (33:2 + y3) dy n) x% —y = \/W
3 (22 12 y
C)@:xy 3(:U —l—y)arctan(x) ﬁ)@:2y+\/m
dx x2 dx 2
d 2 3\ 3 _
d) (x2+my+3y2)—y—(x2—|—2xy):0 0) Btz +a3)a’ +2t3=0
“ p) ¢ =2 (n(y) - n(x))
e)@_:ﬁ%—xy—i—gﬂ T
dr 2 q) =3 =3y + (y* — 32%y)y =0
dy T sec (y)+y dy ysen(y>+:r
N@=""% i e (T)
x x sen (—)
9) (2* + 2y — y?) de + zydy = 0 x y
h)@:y+f )dy_y+2a:exp<—m)
de = vy s dx z
i) (2zy* = 3y*) do + (Ty* — 2y?) dy =0 t) (xQexp (7@) + y2> dx = zydy
x
- 2 _ 2 _ 2 2a2)
j) 4z® —ay+y? = (vy —2® —4y%) y W) 1y = /=P 4y
k) 3tz +2* + Btz +t*) 2’ =0 dy y

V) L=

d 2 d

l)ﬁ:g+%+1 v ysec<x>+x
de = y Y



dr  y+z dx Ty
x) 2zy’ (a* +y?) =y (y* + 227) ac) <y+xcot <Q>> dr — xdy =0
z
2
x 4 4
d ae) QA
z) Y _ Yy <g> de 23y
dr =z T 9 9 ,
2y af) z°+y* —xyy =0
’_
aa) y' = 322 — 42 ag) (ac—i—‘/xy) dy —ydx =0

3. Hallar la solucién de los siguientes problemas de valor inicial

a) xj—y+xexp(y) y(1) = 2 9) (#* +2y%) dr = aydy, y(~1) =1

T
b) ydx—i—ac(ln( ) —In(y) - Ddy =0, y(1) =c h) 2$2*—y+eXp(y) y(1) =1
) 2 — B 3 y(1) =2 i) (24 ye¥/*) dz — ze¥/Tdy = 0, y( ) 0

dx 2dy = y\/x? + y2d =1
d) zydr — z*dy = y/22 + y2dy, y( J) wyde —a*dy = y/a* + y*dy, y

o3 k) (y? + 3zy) do = (42® + zy) dy, (1):1
— /24302 _

e) (z+ 2 )*H y== M=y 002 9py 2 42y =0, y(1) =3
f) y*de+ (2® +zy +y*) dy = 0, y(0) =1 m) y3dx — 2x3dy = 22%ydz, y(1) =2

4. Hallar la solucién general de las siguientes ecuaciones diferenciales

a) (x+2y—2)de+ 2z +4y +5)dy =0 dy 4z +3y+15

; 20+y  dx m) de  2x+y+7
)x—y+3_@ n) (x —2y—1)dx + 3z — 6y +2)dy =0
c);l—y:y—x—1+(w—y+2)_l ) (x+y)de+ (z+y—1)dy =0
x
d dy 2y—=x O)di:LW
)%*Qx_y dr —2(z+y)+1
o W _ =21 p) 26+2y—1+y(x+y—-2)=0
do 3z —6y-+2 q) (Tz —y+5)dz — (z +y)dy = 0
9) (x+y—4)dz+ (z—y+2)dy =0 ) dv 20 —y—4
h) dy _2r—3y—5 s) (=3z+y+6)dr+ (z+y+2)dy=0
dx 3y — 2x
- d ~3y—5)\°
g dy_ vy t)y:<$y)
! dr  3z+y+1 dx r+y—1
J) By —Tx + T7)dx = (3z — Ty — 3)dy ) dy  y(1+azy)
k) (2z —4y)dr + (z+y —3)dy =0 de  z(1—zy)
) (x+2y+3)dx + (2x + 4y — 1)dy =0 V) Ve+y+ 1y =Vr+y—1



5. Hallar la solucién de los siguientes problemas de valor inicial

) ¥ = s H0) = Q) 24y 14y (aty—2 =0, y(0) =1
T+ 2t —
r+t+4

b = g Y0 =2 d) 20 +2—1+y(x+y—2)=0, y(0) =1

6. Halle la solucién general de la siguiente ecuacién diferencial
dy 320 + 3z%y?
dr  2x3y — 2y3
Haciendo x = «w? y y = v? escoja las constantes p y ¢ apropiadamente. Con el cambio y = vz™ y
eligiendo correctamente el valor de n, ;Se podria resolver la ecuacion diferencial?
Este tipo de ecuaciones se conocen como ecuaciones diferenciales isébaras que es una genera-
lizacién de las ecuaciones diferenciales homogéneas.

7. Demuestre que la ecuacién diferencial

xdy — ydxr = arctan (%) dx

puede resolverse por medio de la sustitucién z = < atn cuando la ecuacion diferencial no es ho-
x

mogénea, explique porqué ocurre esto.

“Para los estudiosos y laicos por igual, no es filosofia, sino la experiencia activa en la
matemdtica misma que el unico que puede responder a la pregunta: ;Qué es la

b matemdtica?”
y |

Richard Courant
BTEX

/

Contenido: Ecuaciéon diferencial homogénea.
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GUIA XXV
Ecuacién diferencial de
Bernoulli

1. Hallar la solucién general de las siguientes ecuaciones diferenciales

a) x2dﬁ+y2 = 2y h) xy*y +y® = xcos(x) i) (14 22)y = zy + (2y)?
dx d
L oay _ 2 o Y 3
1 1) ——y=¢€" 3(1 = =2 -1
b) ¥ + — = o (z+ 1) Vi V=Y 0) 3L +a)5, = Zeyly" — 1)
/ — )y = L= 8wy —y =
c) yd—ly—ycos(:c)1 y° sen(2x) i)y xi p) 8zy' —y N
d) -2 4y = — YL 2),3 _ dy
)Zde Y Y2 k) y x+4(1+l’)y 0 q) x%—(l—i-x)y:xyz
&)y — by = —ay? D @ty + 2wy —y’ =0 dy _ o1
2 m) y— 2y n(z) + 2y’ = 0 r) o =yley’ = 1)
f) 2y + 228y = y? (1 + 222) 3
dy 1 , T
9) =y +y =12 In(z) n) x%—kyzﬁ s) 3xy—2y:?

2. Hallar la solucién de los siguientes problemas de valor inicial

a) 2%y —2zy =3y*, y(1) =1 d) zy(1+ay?)y’ =1, y(1) =0
y dy 'y =z
b 2 ! — T T 5, 2 - 2 _— = = — — =
) 2 =" )2 y(2) €) 2= =~ " y(1) =1
dy dy
)y 2 TV 1, y(0) =4 f) zy(1+ 2y )dx L, y(1)=0

3. Hallar de dos maneras diferentes la solucién de la ecuacién diferencial v/ = ay — Sy, con o, 3 y
n # 0, n # 1 constantes.

“iEsto es todo amigos!”
Bugs Bunny

ETEX

"4

Contenido: Ecuacién diferencial de Bernoulli.



